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Resumen

La tesis se centra en el estudio de sistemas nucleares abiertos, utilizando una repre-
sentacion espectral con valores propios complejos. El trabajo esta dividido en varios
capitulos, que abarcan el modelo nuclear, la teorfa cuantica de dispersion, los espacios
de Hilbert equipados como extension de la matematica convencional de la mecanica
cuantica y la aplicacion de estos conceptos a nicleos especificos como el 170, ¥Be,
HBe y 5He.

Se emplea el modelo de capas nuclear y se utilizan potenciales fenomenolégicos, inclu-
yendo el potencial de Woods-Saxon y el de acoplamiento espin-érbita, para describir

los niveles de energia y estados de los ntucleos.

El objetivo es desarrollar una comprensiéon de los ntcleos inestables, en tanto sistemas
cuanticos abiertos, exponer el papel de la representacion espectral en este contexto y

analizar las consecuencias de su implementacion.
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Capitulo 1

Modelo nuclear

1.1 Introduccion

La fisica nuclear es la rama de la fisica que estudia los niicleos atémicos y sus inter-
acciones y tiene sus raices a finales del siglo XIX, cuando se comenz6 a explorar el
mundo subatémico. Su desarrollo se entrelaza con descubrimientos y avances tecno-

logicos que permitieron manipular la materia a nivel atémico.

Puede decirse que comenzo con el descubrimiento de la radiactividad por Becquerel en
1896. Dos anos después, Pierre y Marie Curie sintetizan el primer elemento radiactivo,
el Radio. Posteriormente, ya en el siglo XX, Rutherford llevd a cabo su experimento
de dispersion alfa, que revel6 la existencia de un nicleo atémico denso en el centro

del atomo, abriendo la puerta al estudio de la estructura interna del nucleo |1].

Esto marcé el comienzo de la fisica nuclear de niicleos inestables e inici6 el estudio de
la estabilidad nuclear, los procesos de desintegracion y los nticleos exoticos. Estos di-
fieren de los nucleos estables que se encuentran en la naturaleza ya que pueden tener
una cantidad inusual de protones o neutrones, en comparaciéon con los nicleos méas
comunes, radios nucleares muy grandes, una distribucién de masa més deslocalizada
y una vida corta [2]. El articulo |3]| es uno de los primeros en proporcionar evidencia
experimental de estas propiedades, especificamente para el radio del ntcleo exético
HT4. Dentro de esta categoria de ntcleos exdticos, destacan los nicleos halo, carac-
terizados por tener nucleones que estan débilmente ligados y forman una estructura

extendida alrededor del nicleo central, formando una especie de “halo” |4].

En este capitulo se desarrollarda el modelo que se usara para describir ciertas pro-
piedades de los nucleos. Lo ideal seria resolver la ecuacién de Schrodinger para los
nucleones que forman el niicleo, sabiendo cuél la interacciéon entre ellos; béasicamen-
te, resolver el problema de muchos cuerpos. Dado que este es, en general, irresoluble

exactamente, se debe recurrir a aproximaciones.



2 Modelo nuclear

Una de ellas es el modelo de capas de campo medio [5]. Inicialmente inspirado en el
modelo de capas electronicas en atomos hidrogenoides, este enfoque considera que los
nucleones ocupan los estados de energia o capas producidos por un potencial central,
o sea, estos no interacttian entre si formalmente sino que se considera que lo hacen a

través de este potencial.

Al final, se describiran los potenciales medios, llamados fenomenologicos, que serén

usados en el capitulo [5] de aplicacion.

1.2 Modelo de capas

Considerar un nicleo de nimero mésico A, con Z protones y N neutrones, que se
consideran puntuales, sin estructura interna y que sus masas son iguales (m). Estos,

en lo formal, se rigen por un hamiltoniano:

A i 1 A
B 2
H' = Zl %Vz + 5 ”Zlv(rz}rj)
1= 1,)=
ij75j

Con v siendo el potencial intranucleén. Como se dijo, no es posible diagonalizar
ese hamiltoniano por lo que se va a pasar al hamiltoniano de campo medio, con un

potencial tal que [5]:

A _5 A A
H:Z%VZZ-FZV(I'Z') :ZHZ‘ (1.1)
=1 =1 =1
De forma que:
1 A A
H — H= 3 Z v(rs, 1)) — ZV(ri) = Vresidual (1.2)
i,j=1 1=1
i#]

Asi, el sistema fisico asociado a H' puede entenderse como un sistema de particulas
no interactuantes, como se puede ver en (|1.2)), regidas por H mas una interaccion

remanente.

Si se buscan los autoestados de H, basta con resolver el problema de autovalores para

la particula i-ésima. Asi, si ¥ es autofunciéon de H, entonces:
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HV¥(ry,...,rq) = EV(ry,...,14)
Hiti(ry) = eibi(ry)

A

W(ry, . va) = Yi(r1)da(ra).da(ra) = [ [vilr) (1.3)

=1
FE = Zsi

=1

En este sistema simplificado, asociado a H, cada particula puede interpretarse como
un nucleén regido por el potencial generado por los otros A — 1 nucleones, llamados
carozo o core, modelado por el potencial medio. Con esto, calculando la energia ¢; y
los estados 1;, llamado estado de particula simple o Single-particle state, y la solucién
para el sistema sera el producto de estas funciones. Como se trata de fermiones, la
funcién de onda debe ser antisimétrica, con lo cual, la soluciéon adecuada sera el

determinante de Slater de las funciones de particula simple ;.

Asi, bastaria con calcular los estados para un nucleén y sus niveles de energia corres-
pondientes e ir ocupandolos con el resto de los nucleones, siempre considerando su
degeneracion y el principio de exclusion de Pauli. Desde acé se omite el subindice i
para referirse a los single-particle pero tener presente que 1 corresponde a un nucleén

cualquiera.

La aproximaciéon de campo medio consiste en buscar un hamiltoniano medio 6éptimo
que minimice la interaccion residual y evaluar si sus autoestados son una buena

descripcion del estado fisico. Un ejemplo de esto es el método de Hartree-Fock [5].

1.2.1 Potencial medio

Otra opcion es sumarle a la aproximacion de campo medio la aproximacion de particu-
las independientes. Esto es buscar un campo medio central que reproduzca adecuada-
mente los datos experimentales, despreciando V,..s;qua; v POnderar si sus autoestados

describen la realidad. Esto es lo que se hara en este trabajo.

El potencial fenomenologico que se usara es:

V(r)=Vws(r)+ Vo(r) + Vso(r)L - S (1.4)

Potencial de Woods-Saxon Viyg:

—Vo

Vivs(r) = T R/a (1.5)
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Ademés de ser atractivo, una interpretacion fisica de este potencial es que repre-
senta la distribuciéon radial de la densidad de masa nuclear, por eso tiene la forma

matemética de la distribucién de Fermi.

Tiene tres pardmetros: R es el radio nuclear efectivo, definido por R = roAY3, donde

ro es llamado radio nuclear reducido y tiene un valor tipico de 1,25 fm.
Vb es la intensidad del potencial.

El parametro a es la difusividad. Es una medida de la extension radial de la influencia
del potencial nuclear. Una difusividad pequena (=~ 0,01 fm) genera un Woods-Saxon

similar a un escaldn.

Potencial de Coulomb V:

Ze2 ﬁ(B—}%) r<R

Vi =
¢ 47eg

(1.6)
% r>R

El potencial coulombiano a usar difiere ligeramente del convencional dado que se usa

el de una esfera cargada uniformemente.

Potencial de Espin-Orbita o Spin-orbit Vso:

2
. —Vl o 6(T_R)/a
Vso(r)L-8 = —= (ﬁ) Ty e S (17)

V1 sera la intensidad para este potencial, L = (L, L, L,) es el operador de mo-
mento angular orbital y S = (S, Sy, S-) el operador de spin. Notar que rVso(r) es
proporcional a la derivada de Woods-Saxon, por lo que tendra un pico en la region
superficial del nucleo (cercanias de R) y, como antes, la interaccion en el “interior”

del nucleo sera practicamente nula.

La difusividad a que aparece en ambos potenciales no debe ser necesariamente igual.
El potencia de Woods-Saxon podria tener una difusividad a5 y el espin-6ribita una

as0, cOMO serd el caso en capitulo [f

Ahora, el término que acompana al spin-orbit tiene el producto escalar del momento
orbital y el spin. Esto genera que el hamiltoniano H, con ese potencial, no conmute
con los operadores L; y S; para cualquier i; en particular, no conmuta con L, y
S,. Esto por las propias reglas de conmutacion que definen a un operador momento.
Asi, estos ultimos, no podran ser usados en un conjunto completo de observables que
conmutan (CCOC) junto con H, L2 y S2, que es lo que se estila usar ante potenciales

centrales sin este tipo de interacciéon, para obtener una base del espacio de estados



1.2 Modelo de capas )

formada por autovectores comunes o, en L?(R3) ® C?, autofunciones comunes, donde

C? es el espacio de funciones de spin.

Con espacio de estados nos referimos a H @ C2, donde H es el espacio de vectores
de estado para una particula sin spin (ver en apéndice ), isomorfo a L?(IR3). Se
usara la misma notaciéon para los operadores en el espacio de funciones y en el espacio

abstracto.

Los autovectores de estos operadores de momento son:

L2Y;™ (¢, > 11+ 1)R*Y™ (¢, )

S*’x1 = —hX1
gms 4 Tgms (1.8)
LY (¢,0) = mhY,™ (¢,0)
S.x1 . =mghx1
4 27 < S 2,m‘5

Siendo Ylml los armoénicos esféricos y x 1 la funcién de spin. Dado que tanto pro-
ivms

tones como neutrones son fermiones.

Al considerar el momento angular total J = L + S, dado que J2L? J, y H si

conmutan, habra una base de autovectores comunes tales que:

J? |nldjm) = j(j + 1)R? |nlk jm)

L2 Inl3im) = I(L+ 1)A? Inl3jm)

J. |nl§im) = mh |nlk jm)

H |nl3jm) = ey [nlgjm) (1.9)

¢nljm(r) = <r|nl%jm> = <T|nl]> <f‘l%]m> = %Unlj(r)gljm<97¢)
Yim(0:0) = 3 (tmigmaljm) Y™ (0. 0)x,

Pl s
ms,my

Donde uy,;(r) son las funciones radiales, <lml%ms |7m) son los coeficientes de Clebsch-
Gordan, correspondientes al desarrollo de los elementos de la base acoplada (con los

momentos totales) en funcion de la base desacoplada, en este caso.

En definitiva, la base acoplada es la de autovectores comunes de este nuevo CCOC,
que surge de reemplazar L, y S, por J2 y J, en el CCOC convencional para hamil-

tonianos centrales.

Como J2 = (L+8)2 =12 +42L-S+8% « L.S = £=L=S" que implica:
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L-Snisjm) = 1[G+ 1) =1 +1) — 2]R* |nljm) (1.10)

Dado que j puede tomar dos valores, j =1+ 1/2 o [ — 1/2, para condensar notacién

se define el coeficiente A\;; = j(j +1) —I(l + 1) — % con los valores posibles de
Ai—1j2 = —(U+1) ¥ Ayq12 = 1. Lo que hard que las uy;(r) son aquellas que

cumplen:

R 2 R+

omdr2 ' 2m 12

+ Vvs(r) + Ve(r) + %QAl,jVSO(T> Un1; (1) = EntjUnj(r)
(1.11)

O sea, que estos autovectores también lo son

de L - S con un autovalor que depende de j

y I, por eso en ((1.9) y (L.11]) la energia y la

autofuncion radial dependen de tres nimeros Niveles de energia

cuanticos. La barrera centrifuga hace que la

energia tenga como parametro a [ y el factor e

L-S hace que la energia tenga como parame-

tro también a j, ademés del nimero cuantico

n. Naturalmente, el potencial seguira siendo

central y el efecto de ese producto escalar de

momentos se limita a lo que se explico arriba.

Algo importante es que el potencial de Cou-

lomb estd solo para protones; en el caso de

neutrones es nulo.

Con la incorporacion del niimero cuantico 7,
hay que modificar la nomenclatura conven-

cional para los niveles. Para potenciales cen-

trales sin interaccion espin-orbita se tenia nl;

0s, 2p o 5d, por ejemplo. Ahora serén nl;, por

ejemplo 0sy /9, Op3/2, Opy /2.

En la figura (1.1), se muestra un esquema

' ] Figura 1.1: Esquema de los niveles de
de los niveles de energia para el potencial en

energia generados por el potencial des-
(1.11)), cada nivel tiene una degeneracion de crito, es decir, Woods-Saxon mds Espin-
2j 4+ 1. Cada uno de estos niveles discretos se Tbita

denomina capa.
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Se dice que un ntucleo esta en su estado fun-

damental cuando sus nucleones estan en los niveles de energia més bajos disponibles,
siempre siguiendo Pauli. Por ejemplo, el nticleo %Heg estaria en su estado fundamen-
tal cuando sus dos neutrones estén ocupando el 1sy /3 y sus dos protones también (ver
figura . Si uno o més nucleones no estan en el nivel minimo de energia disponible,

serd un estado excitado del nicleo.

Este trabajo se limitard a considerar los nicleos como un core de A — 1 nucleones
en su estado fundamental y un neutrén de valencia capturado o dispersado por el
potencial generado por este. Por ejemplo, el 17O puede ser considerado como 60

como core mas un neutron.

Con esto se limita el problema a un neutron dispersado por (1.4) y el papel del
core estard reducido a limitar el nivel de energia minimo a ocupar. No se tratara la

dispersion de protones.

Dado que siempre se tendra al carozo en su estado fundamental, los estados excitados

del nucleo como un todo coinciden con los estados excitados del neutrén de valencia.



Capitulo 2

Teoria cuantica de dispersion

En la version mas sencilla de la teoria de dispersion o scattering cuantico se estudia
como interactiian proyectiles (particulas) cuando colisionan entre si o con un potencial
externo [7]. En lugar de describir las trayectorias precisas de las particulas, como en
el caso clésico, se usan sus funciones de onda y todo el formalismo cuantico y se
busca la probabilidad de que una particula sea dispersada en una cierta direccién o
estado tras la interaccion. Tipicamente se trata de determinar cémo se transforman

las funciones de onda de entrada en funciones de onda de salida después de la misma.

En este capitulo se expondra una sintesis de una buena parte de la teoria formal de
dispersion cuantica para particulas sin spin, que es extensisima, aunando las diferen-
tes fuentes y buscando la mayor claridad posible. Siempre se tratara de dispersion
elastica, es decir, con energia conservada en el proceso, lo que que se probara mas

adelante.

Como ocurria en mecanica cléasica, la colision elastica de dos particulas, de masas mq
y mga, que interacttian con un potencial que depende de la distancia entre ellas, puede

reducirse, ubicando el sistema de referencia en el centro de masa, al problema de una

m11M9

2 dispersada por un potencial central [8].

cuasiparticula de masa reducida m =
Con lo cual, la teoria que sigue, que describe la dispersion por potencial, incluye la

descripcion de la colision elastica de dos particulas.

Dado un sistema nuclear devenido en un modelo de campo medio de nucleones no
interactuantes, como el descrito en , el problema nuclear se reduce a resolver
los estados de particula simple de un hamiltoniano central. Por esto, la teoria de
scattering cuantica desempena un papel clave en la caracterizacion de la estructura

y dinédmica de los nicleos atomicos en el marco del modelo del capitulo [I}

Siempre se consideraran potenciales que cumplan las siguientes hipotesis [7]:
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(7) /0 r|V(r)|dr < oo

(17) V(ir)=0 ¥Yr>a>0

(2.1)

La primera implica, entre otras cosas, que, cerca del origen, el potencial se comporte

“mejor” que 2.

La segunda condicién regula el comportamiento a grandes distancias y restringe a
potenciales con “cut-off” o de rango finito, es decir, que se anulan idénticamente
después de un dado r = a. Es una condicion fuerte. En general, se usan condiciones
mas débiles, como fooo 72|V (r)|dr < oo o potenciales que decrecen mas rapido que
una dada exponencial [8], pero por facilidades matematicas y dado que seran los
usados para la aplicacion numérica del capitulo [3], salvo que se diga lo contrario, los

potenciales seran de rango finito.

El potencial de Coulomb queda fuera de consideracion, dado que no cumple ninguna
de las condiciones en ([2.1). Es mas, en general, ninguno de los resultados de la teoria
de dispersion que sigue se mantienen para Coulomb. Este esta dentro de la categoria
especial de “potenciales singulares” y requiere un desarrollo tedrico a parte [7]. De
cualquier forma, esto no traera problemas ya que, como se dijo, se tratara la dispersion

de neutrones.

Para simplificar un poco los desarrollos mateméticos, se adoptan unidades tales que:

h=1 (2.2)

2.1 Estados de dispersiéon

Si se considera un sistema cuéntico caracterizado por un hamiltoniano H = Hy + V,

donde Hy = P2/2m es el hamiltoniano libre, el estado dado por:

() = e Ty = U(t) o) (2.3)

es llamado orbita |7]. Donde U(t) es el operador evolucion y |¢) es cualquier vector
del espacio H, que vendréa a hacer las veces de orbita a t = 0. Esta orbita sera soluciéon

de la ecuacion de Schrodinger asociada al sistema completo, con hamiltoniano H:
. d
1= [9(1) = H[¢(1)) (2.4)

Otros estados fundamentales son los llamados estados asintoticos |[1in) ¥ [tout), cuya

—iHot

evolucion vendra dada por el operador U%(t) = e que es el operador evoluciéon
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asociado a Hy, es decir, se comportan como estados libres. De manera que los estados
[Vinjout(t)) = U Ot) |4, Jout) S0N soluciones de la ecuacién de Schrédinger asociada

al hamiltoniano libre:

d
Z% |¢in/0ut(t)> = Hy |¢in/out<t)> (25)

Se dice que son la asintota in(out) de una orbita U(t) |¢)) si cumplen la siguiente

condicién de convergencia en norma:

i [[U(0) ) = U°() i) | = 0

(2.6)
(U (#) [4) = U°(t) [out) || = 0

Para los potenciales utilizados, puede demostrarse que a toda asintota in(out) le

corresponde un estado [¢), mientras que la reciproca no es cierta.

2.1.1 Operadores de Mgller

A partir las relaciones de convergencia en (2.6, se definen los operadores de Mgller
[7, 8]

Oy = tlgg U#)TU°¢) (2.7)

Tal que asignan a cada estado in(out), libres, su correspondiente estado interactuante:

[+) = 2y [in)

2.8
V=) = Q- |Your) 2

Por ahora, no es cierto que a todo estado [¢) le corresponda un estado in y uno out
(esto vendra dado més adelante por la completitud asintotica); es decir, los operadores

de Moller vienen definidos de forma tal que:

Qi H— Ri (2.9)
Con R siendo los espacios imagen de los operadores Q4 y, en general, R, # R_.
Para los potenciales asumidos puede demostrarse que [7]:

n L), V) /1) sea un estado ligado de H, o sea, los estados ligados no
tienen estados asintoticos. Esto es garantizado por un teorema de ortogonalidad,
tal que Ry L By R_ 1L B, siendo B el espacio de estados ligados
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» R, =R_ = R llamada condicién de completitud asintética que garantiza que

a todo estado no ligado le corresponde tanto un estado in como uno out.

En resumen, el espacio de estados de particula simple sin spin sera la suma directa
de dos espacios: el espacio de estados ligados B y el espacio de estados con (ahora si)

asintotas in y out R. Ast:

H=BaR (2.10)

De forma que los estados que pertenecen a R se denominan estados de dispersion
o scattering del hamiltoniano H. Notar que la factorizacion del espacio H en estos

términos depende del hamiltoniano considerado.

También puede demostrarse [8] que los operadores de Mgller son isométricos, o sea

conservan la norma, es decir:

194 [0) 12 = (Qu9]Quep) = (@|QLQ0) = || |v) |2 (2.11)

De lo que se concluye que:

QLo =1 (2.12)

Siendo 1 el operador identidad en JH. Pero, en general, QiQL # 1. En que caso de

que esta tltima igualdad también se cumpla, se dice que los operadores son unitarios.

A partir de las definiciones de los estados asintoticos, haciendo uso de la ecuacion de

Schrodinger y considerando ([2.12)), se concluye que:
HQ: = QiHy < HoQl =0lH (2.13)

Llamada relacion de entrelazamiento. Con ella se deduce que, si |E) es un autovector

de Hy con autovalor £ > 0, entonces:
HQy |E) = Qi Hy |E) = EQ4 |E)

Con lo cual, todo autovalor de Hy seré autovalor de H pero no viceversa. Asi, el ha-
miltoniano completo tendra, de minima, la recta real positiva en su espectro. Even-
tualmente también otros autovalores correspondientes a estados ligados. Si ' < 0 es

un autovalor, ahora de H, entonces, usando :
HoQL |E) = QLH |E) = EQL |E)

Dado que E < 0 no pertenece al espectro de Hy, entonces:

QLIE)=0 = QL B=0 (2.14)
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Asi, el operador Ql |E) aniquila si se aplica sobre un estado ligado y (2.14) es una

demostracion més de que si hay estados ligados, los operadores de Mgller no son

unitarios.

En el caso que H no admita estados ligados, Hy y H comparten espectro y H = R.
En estas condiciones, los operadores de Mgller son unitarios cumpliendo QLQi =
Q0L =1,

2.1.2 Operador S

Habiendo hecho estas definiciones, se puede dar una descripciéon mas clara del pro-
blema de dispersion. Este se entiende como un sistema que, en el pasado lejano, esta
en el estado UY(t) |¢;,), previo a la interaccién, y muy posteriormente estara en un
cierto estado U%(t) [1hout).

Como se dijo antes, todo estado de dispersion tendra ambos estados asintoticos (in y
out) por lo cual, para un dado estado |[¢)) € R, 3 |tin) A [thout) tal que:

|¥) = Qup [Yin)
‘¢> =0_ |7/}0ut>

Y, usando (2.12)), puede definirse un nuevo operador, el operador de dispersion o

scattering S de forma que [7]:

S=qlq,

2.15
‘wout> =S |wm> ( )

O sea que la aplicacion del operador S a un estado asintético in da el estado asintético

out que resultard de la interaccion, sin que aparezca el estado intermedio [1)).

También, los elementos de matriz de este operador daran la probabilidad de que la
interaccion inicialmente en un estado asintotico |¢;y,) resulte en un estado asintotico
|4!.,¢) arbitrario. Esa probabilidad vendra dada por, a t = 0, aunque este tiempo es

arbitrario y vale para cualquier tiempo, la siguiente amplitud:

| (Yt [Cout) |7 = | (Whutl S [thin) (2.16)

Yaque Qp : H — Ry Q' R — K, la composicion de estos, dada en (2.15),

implica que S : H — H, al mismo tiempo, que los operadores de Mgller sean isomé-

tricos, produce que S sea isométrico por su propia definiciéon. Estas dos condiciones
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juntas hacen que S sea unitario. Y, en consecuencia, para cada estado |t;p) , 3! [tout)

dado por (2.15)) y viceversa.

También, para un proceso que inicia en un estado [, ), la energia media inicial sera:

(Vin| Ho [Yin)
Si sale del proceso de dispersion con un estado out dado por (2.15)), la energia media

final sera:

<wout‘ HO |wout> = <wm‘ STHOS W}m> = <wm| HO ’wm>
La ultima igualdad resulta de (2.13]) y la definicion de S. Resultando en que la energia
de entrada y salida son iguales, por lo que se tiene conservacion de la energia en el

proceso de dispersion, de ahi dispersion elastica.

2.2 Funciones de Green

Otro aspecto clave para describir un sistema de scattering son los operadores de Green

para los operadores Hy y H, definidos por las siguientes ecuaciones [§]:

(i% — H0> GE(t) = 14(t)
5 (2.17)

. + .

(za - H) GE(t) = 18(t)

Con las condiciones iniciales:

GTt)=G6"t)=0 t<0
G (t)=5(t)=0 t>0
Donde 6(t) es la delta de Dirac, G* seran los operadores de Green retardados y

avanzados, respectivamente, del sistema libre, caracterizado por Hy y lo propio con

G* pero para el sistema completo, caracterizado por H. A saber:

N —je—tHot ¢~
GT(t) =
0 t<0

B {0 t>0
G (t) =

je ot ¢

(2.18)
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—je~Ht 15
G (t) =
0 t<0

5 1) - {0 t>0

je Mt ¢ <

De manera que los estados asintota también pueden definirse como:

Yin(t)) = lim iG*(t— ) [0(2)

[Your(1)) = Jim —iG™(t =) | (t'))

Y los operadores de Mgller en términos de operadores de Green seréan:

Qp = lim §7(-t)G~(t)

t——o0

Q_ = lim §(-t)G"(t)

t—00
De modo que [8]:
(1)) = Q4 [Yin(t))
[(8) = Q- |thour (1))
O, lo que es equivalente:
|¢out(t)> =5 |¢m(t>>
[in()) = S" [Your (1))

(2.19)

(2.20)

(2.21)

Las ecuaciones en ([2.22)) permiten obtener el estado de dispersion, ahora para cual-

quier tiempo, en funcién de sus estados asintoticos, en principio, conocidos.

2.2.1 Operadores de Green en funciéon de la energia

Al considerar la transformada de Fourier de los operadores de Green se obtiene un

operador dependiente de la energia:

(2.25)
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Esto nos permitirda pasar de magnitudes dependientes del tiempo a un formalismo

estacionario mateméaticamente “maéas sencillo”.

En principio, por la naturaleza oscilatoria de los propagadores, esas integrales no estan

¢t para las integrales de

definidas. Por esto, se introduce un factor de convergencia e~
los propagadores retardados y e para las integrales de los avanzados, con € > 0 [8].
Luego de obtener las soluciones, se hace tender el factor de convergencia a uno, esto

ocurre cuando € — 0.

Asi, las soluciones de ([2.25)) serén:

1
GHE)=lm————
( ) egrfl)E—i-EZ'—Ho (226)
1 .
+(E) = lim ————
9HE) =l e
y
G(E) = If !
=lim ——
1 .
(F)=Ilm ——————
9B =l e h

Es conveniente considerar la variable E' como compleja, incorporando en ella el tér-

mino €i, y definir los siguientes operadores:

_ EeC
E— H, <

1
- E—H

(2.28)

De manera que tomar los limites cuando ¢ — 0 de (2.26) y (2.27) es equivalente a
tomar los limites de los operadores en (2.28) cuando la parte imaginaria de E, Im(F),
tiende a cero por encima o por debajo de la recta real. O sea:
Iim G(F)=G"(E)
Im(E)—0*

If E)=G (E
m@gma) G~ (E)

¢ _ o+
Im(g§11>0+ () =35"(E)

im  §(E) =3 (E)

Im(E)—0~

(2.29)

Los operadores definidos en (2.28)) son llamados los resolventes de los hamiltonianos
Hy v H, respectivamente. Se puede ver, a partir de su forma funcional, que las

singularidades de los mismos determinan el espectro de los hamiltonianos.
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Dado que el espectro de Hy son los reales positivos y no tiene otros autovalores, G(E)
sera analitico en todo el plano menos en la recta real positiva, donde tendra un corte

de rama.

En cuanto a G(F), ya se dijo que, ademas del continuo positivo, podria tener otras
singularidades correspondientes a estados ligados y, ademas, podria tener otras tantas

singularidades relacionadas con estados que se veran més adelante.

2.3 Estados de dispersion estacionarios

Hasta aca no se trato el caso de los autovectores del hamiltoniano. En cuanto a los
estados de scattering, siempre se hablo de estados [1)) € JH, es decir, normalizables
y cuya evolucion temporal estaba regida por el hamiltoniano H o Hy, pero sin ser

autovectores de los mismos.

Se veran en esta seccion los estados de dispersion estacionarios, que autovectores
impropios de los hamiltonianos y cémo entran en juego en la base del espacio de

Hilbert, sin pertenecer a él [7].

Partiendo de la transformada de Fourier de los estados de dispersion [8]:

H(E)) = / S () dt
—oc (2.30)

|¢in,out(E)> - / eiEt |¢in,out(t)> dt

— 00

Si uno introduce estas transformadas en las ecuaciones de Schrodinger (2.4)) y (2.5)),
se deduce que (ver apéndice |A.1)):

H[y(E)) = E[¢(E))

(2.31)
HO |¢in,out(E)> =L |¢in,out(E)>

Obteniendo asi autovectores del hamiltoniano completo y libre, respectivamente, con
mismo autovalor. Aunque estos estados no cumplen la condiciéon (2.6) (ver apéndice

en |A.1)), son denominados estados de dispersion estacionarios.
Ahora si, con todo esto, se definen los estados de mayor interés:

[T (E)) = Q4 [Yin(E))

(2.32)
[ (E)) = Q- [Your(E))



2.8 Estados de dispersion estacionarios 17

Con estos estados definidos, puede demostrarse (ver apéndice [A.1)):

[T (E)) = [Yin(E)) + GT(E)V [¢T(E)) = [¢m(E)) + GT(E)V |[Yin(E)) (2.33)
[0 (E)) = [¢out(E)) + G (E)W [¢7(E)) = [out(E)) + G~ (E)V [our(E)) (2.34)

Estas ultimas ecuaciones son llamadas ecuaciones de Lippmann-Schwinger. El
estado en ([2.33|) representa un autoestado de energia del hamiltoniano H con un
estado asintotico in |1, (E)), conocido a priori, en el cual el sistema fue inicialmente
preparado, evolucionando segin el hamiltoniano completo. También tendré un estado
asintotico out, ya que se tiene completitud asintotica, dado por S'|¢,(E)), pero este

no es conocido a priori y sera producto del proceso de dispersion.

Inverso es el caso de (2.34]), que seria un autoestado de energia con estado asintético
in no preparado, dado por ST |1y (E)), pero con un estado asintotico out [1hou(E))

conocido a priori.

Solo se consideraran de interés los estados dados en (2.33)), dado que, experimental-

mente, son los realizables. A fines tedricos son equivalentes.

Estos estados no son normalizables y cumplen la condicion de ortonormalidad corres-

pondiente a estados del continuo (ver apéndice B.1).

También estan degenerados, por lo que no basta el ntimero cuéntico £ para de-
terminarlos inequivocamente. Para etiquetarlos correctamente vamos a considerar el
conjunto completo de observables que conmutan {K,, K,, K.} siendo K = P/h el
operador numero de onda (con las unidades elegidas al principio K = P), este con-
junto resulta en la conocida base de ondas planas {|k)} para el espacio J tal que

[7]:
1:/|k>(k|d3k: (2.35)

2 <z
Como Hy = 2K_ conmuta con K, todo vector |k) es también autovector de Hp con
_ |k
— 2m

energia F por lo cual se puede elegir {|1i,(E))} = {|k)}. Entonces, la primera

ecuacion de ([2.32) para este caso sera:
lk+) = Q4 |k) (2.36)

que sera autovector del hamiltoniano completo con energia E correspondiente a la
onda plana |k) y el conjunto de estos estados de dispersion estacionarios {|k+)} es
“base” de R dado que también cumplen la condiciéon de normalizacién para estados

del continuo (ver en apéndice B.1). Como se habia dicho antes, B es el generado por
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los estados ligados |n) de H, de manera que una nueva base del espacio H = R & B

en términos estados de dispersion y estados ligados de H sera:

1= / |k+)k+| d®k + Z In)n| (2.37)

Notar que los estados |k+) “heredan” la etiqueta k de la onda plana de la cual

proceden a través de la relacion (2.36)) pero no son autovectores de K dado que, en
general, [K, H] # 0

Otras bases de interés son las llamadas representaciones de momento angular. Dado
que tanto el conjunto de observables {Ho,L? L.} como {H,L? L.} son conjuntos
completos de observables que conmutan, sus respectivos autovectores comunes cons-

tituirdn una base para H. A saber:

{Ho, L% L.} «— {|E,l,m)}

(2.38)
{H L2 L.} < {|En, l,m) ,|E,l,m+) = Q|E,l,m)}

De forma que:

00 9] l
1 :/O dEY > B, Lm)}E, L m| (2.39)

=0 m=—1

00 o0 l
1 :/ dEY Y B LmA)E Lm+ + > |En, L, m)(Ey, 1,m)| (2.40)
0

=0 m=—1 n,l,m

La integral en inetgral sobre estados de dispersion estacionarios (con energia
positiva) que a su vez son autovectores de los momentos angulares y la suma del
segundo término de (2.40|) corresponde a estados ligados que también son autovectores
de los momentos angulares. Estas bases seran cruciales en la seccién de ondas

parciales.

2.3.1 Amplitud de scattering

Por (2.26)), aplicando el operador de Green libre a la identidad en (2.35):

o 1 kXk| 3
GT(E) _hm/E_EHdd k (2.41)
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Donde Ej es la energia “fisica” real, k es el médulo del momento, Ej es la energia
. , . 2
correspondiente al momento con moédulo k, es decir, £ = Qlf—m (esta aparece por ser

k) autoestado de Hyp).
Con esto, se puede obtener la funcion de Green, es decir, los elementos de matrix del
operador en representacion coordenada [§]:

m etklr—r|

(r|GT(E) vy = GT(E;r,Y) = (2.42)

2w r— /]

De manera que cuando r — oo, el comportamiento asintotico de la funcion de Green

es:

ikr %
GT(E;r,r') — L (M—m) <kf r'> (2.43)

r k

De forma que, a grandes distancias, so6lo contiene ondas esféricas salientes.

Dado que los estados estacionarios satisfacen la ecuaciéon de Lippmann-Schwinger
, también la satisfacen los |k+), ya que son un caso particular de estos y en
este caso quedaria:

k+) = |k) + GH(E)V |k+) (2.44)

Asi, pasando a representacion coordenada y teniendo en cuenta (2.42), se puede

obtener:

(rlk+) = (r|k) + /G+(E; r,x”) (2" |V |2') (x|k+) & dPr” (2.45)
Entonces (2.43) y (2.45)) implican que, cuando r — oo, esa funcion tendera a:

) tkr /
(rlkt) — (ek‘”+ Ak k) )

- (2.46)

Siendo k' = ér y donde A es llamada amplitud de dispersion o amplitud de

scattering y vale:

Ak, K = —i / (K |t") V(x)d(r — ') (r|k+) d®rd® (2.47)
Con V(r)d(r — ') = 2m (x| V |/)

De ([2.46)), se puede ver que la funcion de onda del estado de dispersion, (r|k+), a
grandes distancias, difiere de la onda plana libre inicial (r|k) en una onda esférica

modulada por la amplitud de dispersion.
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2.4 Ondas parciales

El uso de potenciales centrales permite la expansion de la mayoria de las magnitudes
en la base (2.39), lo que sera la esencia de lo que se llamaré desarrollo en ondas

parciales.

En representacion coordenada, la funcion de onda para cualquier estado autovector
comun de (2.38) puede factorizarse en la forma [9):

w(r) = “WWymg ) (2.48)

Con los arménicos satisfaciendo (|1.8)) y siendo u(r) la funcion solucion de la ecuacion

radial:

2  1(l+1)

= o5t 2mV () [w(r) = K (r) (2.49)
Con la relacion de dispersion:
h2k?
b= 2.50
2m ( )

2.4.1 Funciones radiales libres

Para el caso de los elementos de la base en (2.35) expandidos en la base (2.39) se
tiene [7]:
00 o l
k) :/ dEY Y (B, Lmlk) |E,l,m) (2.51)
0 1=0 m=—I

Este desarrollo en representacion coordenada es (para ver el valor de los coeficientes

ver en apéndice y (B.10)):

2mk

(rlk) = (—) §(k:7“)_1 > ¥ E)Y (k)i (kr)
Ilm

™

) N (2.52)
— (M> (47Tk:7’)_1 Z(Ql + l)ilpl(f' : R)jl(lﬂ")

T
=0

Donde j; son las funciones esféricas de Riccati-Bessel que cumplen la ecuacion de

Schrodinger radial libre, o sea, sin potencial:

l d? U+ 1)

) 2 ]31(/“") = k%5 (kr) (2.53)

y, P los polinomios de Legendre. La ecuacion (2.52)) es la expansion de una onda

plana en ondas parciales.
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2.4.2 Funciones radiales de dispersion

Ahora, si se aplicase el operador de Mgller €4 a ambos lados de (2.52)) [7]:

00 o0 l
k+) = Q4 k) :/ dEY > (B, mlK) |E,1,m+) (2.54)

0 =0 m=—1

De forma que en representacion coordenada (ver en apéndice (B.11)))[8]:

1 00 l )
(rlict) = (@) (k)1 D D Y@y ()it (k)
R - (2.55)
= (M) 2 (d7kr) ! Z(zz + D' B(E - k), (k)

T
=0

Estos coeficientes que dan la dependencia radial (ademas del coeficiente con r—!

inicial), son las funciones de onda radiales de scattering estacionarias w;' y
son los que contienen la informacion del potencial; son también llamadas funciones

de onda radiales fisicas y cumplen con la ecuacion de Schrodinger radial:

2 1(l41)
—oet T +2mV (r) w;r(k,r) = k2¢l+(k,7") (2.56)
Con condiciones de contorno:
W (k,0) =0 (2.57)

wl—k(k’ 7“) SN %6%W(l+1)i<€—ikr _ e—iwlsl(k)eikr)
oo , _ (2.58)
N %il—&-l(e—zkr _ (_1>lSl(k)€zkr)
r—00

El limite en (2.58)) tiene una interpretacion similar a la que se le dio a (2.46). En la

region asintotica, o sea cuando r — oo, la funciéon de onda fisica radial parcial de
momento angular [ tiene una contribucién entrante, e 4"
ikr

caracterizada solo por k y
una contribucion saliente e"*” modulada por este nuevo coeficiente Sj(k). Este, puede

demostrarse que viene dado por [7]:

(E'U,m!| S|E Lm) = 6(E — E")6116mm Si(k) (2.59)

De (2.59)), se deduce que el operador S es diagonal en la base de momento angular y
que Si(k), formalmente S(k(E)) con k = v2mE, es el autovalor de S correspondiente
al estado |E, [, m).
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2.4.3 Corrimiento de fase

Siendo que S es unitario, sus autovalores cumplen |S;(k)| = 1. A partir de esto se
define una nueva magnitud, relevante mas adelante para caracterizar resonancias en
la seccion [3.4] el corrimiento de fase o phase shift 6;(k). Dado por [7] :

Sy(k) = e20ik) (2.60)

Si se comparan los comportamientos asintoticos de la funcion esférica de Bessel (radial

de la libre) y de la radial de dispersion [§]:

b (k) — e Wsin(kr — Lol + 6(k))

r—00
. (2.61)
Ji(kr) — sin(kr — %ﬂ'l)

r—00
Se puede ver que la unica diferencia relevante (dado que el primer factor en el primer
limite es simplemente una fase) en el comportamiento a grandes distancias entre la

onda radial completa dispersada y la libre radial es una fase, dada por ;.

2.4.4 Seccion eficaz

La seccién eficaz cuéntica en un proceso nuclear es una medida que describe la pro-
babilidad de que ocurra una dada interaccion |10], siendo la seccion eficaz diferencial
lo mismo pero, ademas, para una dada direcciéon de momento resultante. Vendran

definidas por [8|:

do
= A K (2.62)

Usando el desarrollo en ondas parciales de A:

do = N (20 + Dsin®(6;(k))
or = /mko/ = zl:al = zl:zm = (2.63)

Donde o7 es la seccién eficaz parcial.



Capitulo 3

Estados resonantes y completitud

En este capitulo se introduce el concepto de resonancia. Como paso previo, se nece-
sitan definir las soluciones regulares e irregulares de la ecuaciéon radial y la funciéon
de Jost. También, se analizara la relacion entre los ceros de esta y la aparicion de

estados ligados y resonantes.

Al mismo tiempo, se desarrollan dos relaciones de completitud; la de Newton, com-
puesta por estados ligados y de dispersion convencionales, y se coteja con la de Berg-

gren, que incluye estados resonantes. Al final, se estudia su uso como representacion.

3.1 Soluciones regulares e irregulares de la ecuacion
radial

En esta seccion se trataran unas soluciones particulares de (2.49)), caracterizadas por

sus condiciones de borde [11].

3.1.1 Solucién regular

La solucion regular ¢ sera la definida por la condicion |11]:

lim (20 + D)Ly (kyr) = 1 (3.1)

r—0

Cerca del origen, ¢ se comportara como j;(kr) (ver apéndice en . También, sera
real para k2 real y puede demostrarse que serd una funcion entera EI de k, en su

continuacion al plano complejo [11].

'Una funcién de variable compleja es entera cuando es analitica en todo el plano complejo.
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Dado que la ecuacion (2.56)) tiene una dependencia en k solo en forma cuadréatica, ¢

tendra simetrias del tipo [8]:

(Pl(_kv T) - ¢l<k7 T)

3.2
Spl(kar> :szk(k)*?r) ( )

Simetria que quedara més clara en las proximas formas de expresar esta solucion

regular.

3.1.2  Solucién irregular

Las soluciones irregulares vendran definidas por la condiciéon de contorno [11]:

i e e (kyr) =i (3.3)
De forma que:
Jue(k,r) — T (3:4)

De ([3.4)), se ve que la funcion f;, a grandes distancias se comportara como una onda,

plana en r entrante y f;_ como una saliente.

Estas dos soluciones, fi, forman un conjunto linealmente independiente [8], por lo
cual su wronskiano es una constante independiente de r, y su valor para un dado r

vale para todo 7. Si se calcula cuando r — oo, entonces [11] :

W(fl+(]€,7”),fl,(k,7“)) = 2ik (35)

Ergo, cualquier solucion de la ecuacion radial (2.56) puede ponerse en términos de
estas (para dado k # 0).

3.2 Funciéon de Jost

Por lo anterior, se tendra, en particular, a la soluciéon regular como combinacion
lineal de las irregulares. Los coeficientes de su desarrollo dependeran de k y [ como

parametro.

Para este fin, se definen [11]:

r)! r
T 4) = KW (s ) ) = Jig L)
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Estas son las funciones de Jost, que ocuparan la parte més importante de los

coeficientes del desarrollo de ¢ expandida en las soluciones irregulares. De forma que:

pi(k,r) = #(%(k}fu(kﬂ") — (=1)'TFpy (k) fi(k, 7)) (3.7)

Por las simetrias de las funciones irregulares y regulares la funciones de Jost también

cumpliran:

o (3.8)
Fi_(k) = I (k")
Asi, esta simetria da la libertad de definir la que sera la funcién de Jost como:
Fi(k) = Fr4 (k) (3.9)

Y obtener J;_ (k) simplemente evaluando la anterior en —k y asi condensar notacion.

Usando (3.4), se puede obtener el comportamiento de la solucion regular a grandes

distancias :

ik, r) — i TR T (ke = (<1)'F(k)e™) (3.10)

Si se multiplica ¢;(k,r) por el factor %, por (3.10)), se obtiene una funcién que

cumple (2.58)) y, por (3.1), cumple (2.57)). Esta funcion, entonces, cumplira con las
dos condiciones de borde que definen a la ¢l+(k,r) y serd solucion de {D Dado

que las soluciones son tnicas, no puede ser otra cosa que la propia ¢l+(k;, ). Asi:

_ lirlSOl(k:a T)

U (k,r) = EEO (3.11)
Siendo:
Si(k) = ;;é(_k,i) (3.12)

Las regiones de analiticidad de la funcion de Jost varian con la forma del potencial.
Para potenciales con cut-off (o sea, que se anulan méas haya de cierta distancia), es

entera para k € C en su extension analitica |7]. También:

Fi(k) = F(—k") > Fi(—k) = F (k") (3.13)
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3.2.1 Funcién de Green parcial

Otra funcién que serd importante en las secciones [3.3]y [3.5 es la funcion de Green
9?(/{:, r,r'") asociada a la ecuacion de Schrodinger radial 1) Esta esta definida por

la ecuacion [8]:

0% U1+ 1)

52 7T 2mV (r) — k*| Gy(k,r,7") = —6(r — 1) (3.14)

Con condiciones de contorno tales que sea regular en r = 0 y que contenga sblo

contribuciones de ondas salientes a grandes distancias. La solucion seran [8|:

(_1)l+1kl oi(k,r) fi(=k,r")

. gjl(_k) r<r
Si(k,r,1") = (3.15)
(_1)l+1kl @l(kgr’;gﬁl(g)*kvr) r> !

Esta se relaciona con el operador definido en (2.29)) de siguiente manera:

00 l
(K| GH(E) ) = GH(E, r )y =2m Y > VY E ) T Gk, ) (3.16)

=0 m=—1

Béasicamente, (3.15]) son los coeficientes radiales de la expansion de los elementos de

matriz del operador en representacion coordenada.

3.2.2 Raices de la funcion de Jost F;(—k)

Dado que esta funciéon aparece en los denominadores de las expresiones que definen
la funciéon de Green parcial en y los elementos S; en , es necesario ana-
lizar los ceros de la misma para identificar posibles divergencias. A partir de acéa
consideraremos k € C y la correspondiente extension analitica de las magnitudes

asociadas.

Consideremos k,, con Im(ky,) > 0, o sea, un k en el semiplano complejo superior,
excluyendo la recta real, y que al mismo tiempo sea un cero de la funciéon de Jost, de

forma que F;(—ky) = 0.

La funcién de Jost no puede anularse simultaneamente en k y —k, salvo eventualmente
para k = 0, ya que produciria una ¢; = 0, lo que violaria la condicién que las
define. Y, atin mas, particularmente si k& € R, F;(—k) no puede anularse, ya que
implicarfa, por (B.8), que F;(k) también lo haga.

Por (3.7)), entonces:
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l

pi(kn, 1) = %Hl(—1)l+13"z(kn)fz—(—knﬂ“)

De forma que las soluciones regulares e irregulares ahora son proporcionales. Esto lleva

a que la solucion irregular ahora sea regular en el origen, dado que son proporcionales.

También, por ser ¢; proporcional a la irregular saliente:

0
- I+1
n 2k5n+

(_1)l+13~l(k,n)eiRe(kn)re—Im(kn)r -0
(3.17)

Como se dijo, Im(k,,) > 0, por lo que la altima exponencial de arriba cancela al otro

factor llevando el limite a cero.

Con esto se tiene una funcién regular en el origen y que se va a cero exponencialmente
a medida que aumenta r, con lo cual, serd normalizable. Esto no es otra cosa que una

funcion de onda radial de estado ligado |7, §].

Dado que la energia, proporcional a k2, debe ser real para este caso, k, no estaré
en cualquier parte del semiplano complejo sino en el eje imaginario positivo, tal que

: —|kn|?
kn = |knliy En =

2m

< 0.

En resumen, los k que sean ceros de F;_ en el semiplano complejo superior seran los
correspondientes a estados ligados y estaran en el eje imaginario. Y no habra mas

raices que estas en el semiplano superior.

Puede demostrarse que, para los
potenciales definidos en (2.1)), la

cantidad de estados ligados es fi-

m(k)

nita y que existe un [ méximo a

partir del cual el potencial ya no

admite estados ligados [§].

También, que estos ceros son

simples, por lo que produciran

polos simples en S; y G;. Como

se dijo antes, F; es entera en k
si se extiende analiticamente por
) P Figura 3.1: Plano complejo k
lo que las correspondientes ex-
tensiones de S; y §; seran mero-

morficas ﬂ A partir de esto, se trataran indistintamente ceros de la funcién de Jost

2Una funcién es f es meromorfica si es analitica en un dominio D del plano complejo excepto,
eventualmente, por polos en D.
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o polos de S y 9l+.

Algo muy distinto pasa con las raices en el plano complejo inferior. Para un £ ahi,

implica que Im(k) < 0. Con la misma logica se puede llegar otra vez a (3.17)), pero

ahora la ultima exponencial real que antes cancelaba el limite, ahora, por el signo de

la parte imaginaria de k, es la que hace que ese limite diverja asintoticamente. Esta

ya es la primera complicaciéon que surge en cuanto al sentido fisico de las funciones

de onda resultantes de raices en esta zona, ver figura 3.1

m(E)

Hoja fisica

[ ]
[ ]
L]
.

Re(E)

e Ligados ©

Figura 3.2: Esquema del plano fisico de energias

Los ceros con k,, imaginario pu-
ro en el semiplano inferior, de la
forma k,, = —|kp|i, son los es-
tados virtuales o antiligados. Es-
tos generan una F,, < 0, como
los estados ligados pero con una

funciéon de onda divergente.

Dada la relaciéon cuadratica en-
tre la energia y k, el semiplano
superior en k se mapea en una
plano completo en F y lo propio
para el semiplano inferior. Estas

hojas en E se denominan hoja

fisica y no fisica, respectivamente, ver figuras (3.2]),(3.3)).

Un potencial siempre repulsi-
vo, que no genera estados li-

gados, tampoco genera estados

m(E)

antiligados. Para un potencial

Hoja no fisica

que admite estados ligados, en-

tre dos energias correspondien-

tes a estados ligados habra un

Re(E)

nimero impar de energias co-

Resonancias

rrespondientes a estados antili-

gados y, entre el primer estado

ligado y el limite & = 0, ha-

x Antiligados

bra una cantidad par de ener- Figura 3.3: Esquema del plano no fisico de energias

gias antiligadas para [ = 0 e im-

par [ > 0. Ademas, una energia ligada y una antiligada nunca coincidiréan. o sea,

|kl 7 [kl [8]-

En el semiplano no fisico si habréa otras raices ademas de las imaginarias puras. Si
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hay una raiz en k = n — ~yi con 1,7 > 0, es decir, cuarto cuadrante en el plano k,
por |D también hay una en k = —k* = —n — 71, tercer cuadrante. Los estados
que corresponden a estas raices son llamados resonancias y vienen de a pares. Estos

estados seran estudiados en profundidad en la seccion [3.4]

Desde ya, por su divergencia radial, las funciones de onda de resonancias y antiligados

no pertenecen a Lo y los kets asociados no pertenecen al espacio H.

Para resumir, las distribuciéon de ceros sera, esqueméticamente, como se muestra en

la Figura [3.4]

e \
E Ao Resonancias
+ Ligados
x  Antiligados
L.
L.
L
L
L
L
A - - A Re(k)
A A
A A
A & 4 L A
A A A 4 4 a

Figura 3.4: Esquema de la posicion de los polos de Si(k) o ceros de Jost

Un punto especial es k = 0, el origen del plano, que resulta en energia cero. La funciéon
de Jost puede o no tener raices ahi. En caso de F;_(0) = 0, si [ = 0, el estado de
energia cero asociado no sera ligado y la raiz sera simple; si [ > 1, sera ligado (con

E=0) y el cero sera doble [§].

3.3 Completitud

Toda esta informacion sobre los ceros de Jost es necesaria para llegar a la relacion
de completitud de esta seccidén que determina una base para el espacio de funciones

radiales. Como se conocen las raices de Jost, se conocen los polos de G;(k,r,r’).
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Newton parte de considerar la integral [8]:

74/ Gy (k,r, ") dr' kdk (3.18)

Donde h es una funcién cualquiera de LQ(RS— ), o sea, cuadrado integrable y definida

en los reales y el cero ya que es una funciéon radial.

Para esclarecer, (3.18)) es equivalente a integrar en el contorno I', del plano &, la
funcion fooo h(r"Y G (k,r,r")dr'k.

I serd un segmento de la recta real, interrumpido por un pequeno semicirculo de
radio € y cerrado por otro semicirculo de radio R en el semiplano superior, como

puede verse en la Figura |3.5]

Re(k)

Figura 3.5: Grifico esquemdtico del contorno de integracion I' en el plano complejo k, siendo
los puntos negros estados ligados. La semicircunferencia mayor tenderd a infinito y la menor
a cero.

Proponer esta integral es bastante ad hoc para obtener el resultado que sigue y es mas
una cuestion auxiliar. La evaluacion de la misma esta basada en hacer tender ¢ — 0,
R — oo (para incluir en su interior a todos los k ligados), calculando los aportes a
la integral de cada tramo diferenciado de I' y en el uso del teorema del residuo, dado
que se tiene toda la informacion sobre los polos de §;. Evaluarla da como resultado

18:

> 2 r 7! N n
h(r) = /O dr’h(r’)[; /O k“’l‘gfl( Jolk, dk+z‘pl Al )} (3.19)
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Siendo ¢, la solucion regular de estado ligado correspondiente a k,, = |ky|i y N,, =
fooo<90l,n(7a))2dr'

Lo que esta entre corchetes en ([3.19), por definicién, tiene que ser una delta de Dirac.

Tal que:

2 [ K220 (k, T)tﬂl (k,r") (T @zn ')
- dk + =6(r —1' 3.20
WA AL S s )

Usando (3.11) y definiendo la funciéon de onda fisica ligada como ¢y ,(r) =

queda:

/‘wlkr¢¢Wkrdk+§:mn Wial) =0 —1)  (3:21)

Las funciones de dispersion aparecen por tener a la recta real (continuo) en el contorno

y los estados ligados aparecen como residuo de los polos.

Las funciones en (|3.21)) estdn normalizados de forma que:

/ wl*n’ (TWM(T) = 0p'n (3‘22)

/ O et (k) = gé(k’—k) (3.23)

Con las ligadas siguiendo la normalizacién para autovectores discretos y las de dis-

persion siguen la correspondiente a autovectores generalizados (ver apéndice B).

La relaciéon en (3.21)) es muy importante, ya que prueba que las funciones radiales

correspondientes a estados ligados y de scattering son base para Lo(R™).

3.4 Resonancias

En fisica nuclear, las resonancias nucleares juegan un papel crucial en la interacciéon
entre particulas y nicleos atéomicos. Estas resonancias aparecen cuando la particula
incidente, como un neutrén, tiene un k en el semiplano inferior pero no imaginario

puro que es cero de Jost [14]. Esto resulta en una energia compleja.

El primero en dar significado fisico a estos estados fue Gamow [15], al necesitar
introducir energias complejas en su modelo del decaimiento alfa. Por eso, también,

estos estados son llamados vectores de Gamow.



32 Estados resonantes y completitud

Matematicamente, las resonancias se dividen en dos grupos. Las resonancias de de-
caimiento, con k = n —yi con 1,7y > 0, o sea, cuarto cuadrante. Y las resonancias de
captura con k en el tercer cuadrante k = —k* = —n —~i. Sus distribuciones son simé-
tricas respecto del eje imaginario y, para potenciales de rango finito, hay infinitas

resonancias |[3].

Con energias conjugadas:

. R OR? 4
E=Ey—3li= oy = 2—((712 — %) — 2ipyi)
hQ% hﬂ; (3.24)
E=Ey+ili=—=—(n* =~} +2yi
0+ gli=——=o—((n" —7") + 2nyi)

Asi, la dependencia temporal de la funciéon de onda, que viene dada por:
eTh = Hiletam (3.25)

Ya que son autovectores del hamiltoniano, con el + para captura y el - para decai-
miento. De forma que el médulo de resonancias de decaimiento caera expo-
nencialmente con el tiempo (con una vida promedio de 7 = %) y para las de

captura crecerd con el tiempo.

De esto se deriva la utilidad de las resonancias de decaimiento para modelizar estados
radiactivos, por eso también son llamados estados metaestables o cuasiligados y son
observables. Un ntcleo resonante, por su capacidad de decaer, esta enmarcado dentro
de los denominados sistemas cudnticos abiertos |16], estos son sistemas en los cuales

las correlaciones con el espectro continuo de energia son relevantes.

Al desarrollar el phase shift alrededor de una energia resonante, de la forma (3.24)),

para valores reales de Eg [7]:

I/2

01(ER) & dtondo — arctan (m

) = 6fondo + 5res

Donde d¢ongo depende de los demés polos de S pero no de la resonancia considerada,
no es necesariamente una constante y su dependencia funcional es desconocida. El
término con el arcotangente, d.es, €s la parte resonante del phase shift. De forma que
el phase shift tendra un salto de magnitud , alrededor de 7 /2, cuando Er pasa por
Ey.

Si este polo esta lo suficientemente aislado de otros como para considerar que dgondo

varia poco en la vecindad de este, entonces:

o by

1
dE En—FEo dE r

(3.26)
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Asi, mientras méas chico I', mas rapido y abrupto el salto. Las resonancias que cumplen

[I' < Ey son llamadas resonancias angostas .

Si en ese salto ¢; toma el valor 7, la seccion eficaz parcial o, dada en ([2.63), tendra
un pico, que es una de las magnitudes medibles. Es también demostrable matemati-

camente [8] que a partir de un cierto k resonante, ese pico deja de ocurrir.

Con lo cual, a pesar de haber infinitas resonancias, no todas son experimentalmen-
te observables. Si bien lo anterior da una idea de cuales serian resonancias fisicas
y cudles no, hay gran variedad de otros criterios sobre la interpretacion de datos

experimentales para identificarlas y caracterizarlas [14].

Otra definiciéon de resonancia, equivalente a la de polo de S para potenciales con
cut-off, la dio Siegert [17] en términos de condiciones de contorno para la ecuacion
radial (2.56]). Una funcion de onda correspondera a una resonancia cuando su parte

radial cumpla (para ¢;" (k,r) = ®(r), un dado [ y k =1 — ~i):

(B(0) =0
o(0) =0

X (3.27)
®(a)h;” (ka) — @' (a)h; (ka) =0 r=a

| B(a)h; " (ka) — &' (a)h; (ka) = 0 r=a

Donde ®(r) es la radial para una resonancia con k = n — i, 5(7“) para la de captura
con k = —k* = —nN—="y hli(kr) son las funciones de Riccati-Hankel. Notar que hi,
las derivadas respecto de r de Riccati-Hankel y a es el valor de r a partir el cual el
potencial se anula idénticamente. Esas condiciones también se cumplen para r > a

[18].

Que se cumplan las condiciones en (3.27)) para ese dado k, implica que sea un polo

de S, por eso se habla de definiciéon equivalente.

Por la dependencia de la ecuacion radial con k:

B(r) = &*(r) (3.28)

Dado que, para un dado k en el semiplano inferior:

hE (k?”) SN ei(kr—lw/2)i
! r—00

Esto dltimo, junto con ({3.28]), indica que:
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O(r) — e 390
6(7“) — e (3.29)

Tanto ® como & oscilan moduladas por una exponencial creciente con r, cosa que ya
se habia dicho antes en la subseccion [3.2.2] pero desde la 6ptica de la definicién en
términos de ceros de Jost. Por lo que si uno quisiera normalizar un vector de Gamow

con la norma convencional para funciones radiales:
oo o -
(®|P) = / O*(r)®(r)dr = / O(r)®(r)dr
0 0

El integrando, por (3.29)), diverge a infinito como ", por lo que la integral también

lo haré.

Por esto mismo, la interpretacion del modulo de la funcién de onda como densidad

de probabilidad queda descartada.

Se requiere, entonces, una técnica para normalizar estas funciones, lo que resultaré
en la redefinicion del producto interno para estos estados. En realidad, el término
adecuado serfa la ampliacion o generalizacion del producto, ya que estos estados no

forman parte del espacio de Hilbert.

Estos pares conjugados de decaimiento y captura invitan a explorar el producto pro-

puesto por Berggren [19]:

(@a]by) = /0 B5(r) 1 () dr (3.30)

Y se verd que una resonancia de decaimiento es “ortogonal” (en el sentido de ((3.30]))
a una de captura, siempre que no pertenezcan al mismo par conjugado. Para esto

altimo se tendra:

@\cm:/o 5;(r)q>(r)dr:/0 ®2(r)dr (3.31)

El integrando en (3.31)) tiende a e?*" = ¢27(1=79) en el infinito, que todavia aumenta
exponencialmente con r pero también oscila. Por lo cual, para poder evaluar esta

integral, habria que encontrar la forma de regularizar integrales de la forma:

0 o0
/ e“dr A / re"dr 2eC
0 0

A continuacién se proveen dos métodos para este fin.
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3.4.1 Regularizaciéon con factor exponencial

Este método de regularizacion, propuesto por Zel’dovich [20] para regularizar esas

2
—€r

integrales impropias, consiste en agregar un factor de convergencia e ,cone > 0, en

el integrando y tomar el limite € — 0. Lo que resulta en considerar las dos integrales:

o]

In(z) = lim I,(z,€) = lim/ e e n=0,1
e—0 =0 Jy

: : _ 1

Estas integrales convergen para |[Re(z)| < [Im(z)| a los valores finitos de Ip(z) = —2

y I1(z) = Z—lz Ahora, si z = 2ik, que es lo que se dijo antes, o sea, a lo que tenderia

un integrando de resonancias conjugadas [19]:

1 1

ole) =g =1

Y el requisito para la convergencia anterior pasa a v < 7, las que cumplan esto seran

TESONAnclas pPropias.

En resumen, si ese factor hace converger una integral de una exponencial compleja,
también hace converger una funciéon que tiende a ella, por lo que hard converger
(3-31)) (propias).

Esto posteriormente es tomado y generalizado por Gyarmati [21] para factores de

T
il
2arctan()

€r

convergencia e ! para 0 < n < con el que, para n = 2, se recupera vy < 1.

3.4.2 Regularizacién por escalado complejo

Otra forma de regularizacion propuesta en [21] es el escalado complejo o Complex
scaling. Consiste en extender r al plano complejo y usar el teorema de Cauchy (las

exponenciales son enteras) en un contorno en este plano complejo r. Tal que:

j{ e2kz gy — 0 , ]{ 2e2hzy — 0
C C

Si el contorno C' son dos segmentos del primer cuadrante unidos por un arco, se lo
puede separar en tres partes: C'1 un segmento de la recta real, que va desde el origen
hasta un valor R, C3 otro segmento que parte del origen pero hasta el valor Re?,

como se muestra en la figura [3.6|

Asi, fo = fcl + f02 + f03 = 0 y al hacer tender R — oo las integrales sobre C3
se anulan, quedando f o=~ f c, con C1 y (5 ahora devenidos en rayos del plano

complejo. Con esto:
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Im(z)

Re(z)

Figura 3.6: Esquema del contorno de integracion para la rotacion compleja

. . Y e 1
I()(k’) _ / e2kzrdr _ e@z/ 62]%7‘6 dr = ——
0 0 2k

. R . N i 1
Li(k) = / re?ki gy = 691/ re?kire” gy = 2
0 0

Con esto se ve que convergen a los mismos valores que con el método anterior. Ahora,
el requisito para la convergencia sera arctan(%) < 6 por lo que con este método

también se podrian regularizar las resonancias impropias.

Considerado las condiciones de contorno para resonancias y que son soluciones a sus

respectivas ecuaciones de Schrodinger, esta demostrado que [19):

o0
(k2 — k2) lim / e D5 (1) Dy (r)dr = 0 (3.32)
0

e—0

Definiendo el producto interno para estados resonantes como el limite de esa integral:

(D] D7)

=1
e—0

m /O h e 5 ()P (r)dr (3.33)

Ya que, por (3.32)), el producto se anula para resonancias con diferente k y dado que
para un mismo k, por el uso del factor de convergencia, la integral ahora converge,

se puede lograr <5|<I>> = 1 y obtener un conjunto biortogonal tal que:

(o] ®1) = (@3|1) = &1 (3.34)
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3.5 Completitud de Berggren

En [19], Berggren generaliza el concepto de completitud de Newton, incluyendo esta-

dos resonantes en la base al deformar el contorno de integracién usado por Newton

en su derivacion de (3.21]).

Otra vez, se considera la integral en (3.18]), solo que ahora el contorno I' seré re-
emplazado por un nuevo I, Este también consistira en una semicircunferencia en el
semiplano superior, pero ahora cerrada, no por la recta real (o no solamente), sino

por una curva L que encierre resonancias.

L serda como se muestra en la figura [3.7] Simétrica respecto del origen, es decir,
k€ L <= —k € L. Siendo Ly su restriccion a Re(k) > 0 y viceversa para L_.
También, si & € L = arg(+k) < —7, ya que por el método de normalizacion

elegido, se deben evitar las resonancias impropias.

Figura 3.7: Esquema del contorno usado por Berggren

El aporte de la integral sobre la semicircunferencia seré el mismo que en Newton,
pero ahora los residuos, ademés de los estados ligados, haran aparecer las resonancias
confinadas dentro de I". Por la simetria de inversion de L, la integral sobre esa
parte puede simplificarse como el doble de una integral sobre Ly (se elige este por
convencion pero también podria ser L_, matematicamente es igual, pero dado que el

namero de onda es una magnitud positiva se usa L ).

Asi, se llega a [19]:
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S G0+ S () 2 | ) )k = o — )

™)L,

(3.35)

Donde kj; denotan polos, v, corresponden a estados ligados, @, ,, a las resonancias

incluidas, siendo:

() = B, r) = P T)
) 5 Nn
- ) (3.36)
2
N, = lim / e~ (kn,r))"dr
0

Y w;r son las de 1} pero ahora con k complejo y perteneciente a L4, aunque,
eventualmente, podrian ser reales dependiendo de como sea L. Usando (3.11)):

Jf(kﬂ”) = wl—’—(k*ﬂa) =

(K)o (k*,r) (k:l“soz(k,r))*
7 N AT (3:87)

Para condensar notacion, se pueden definir:

w(k,r) = \/gwj(k,r) (k) = \/%Zj(k,r) (3.38)

De forma que (|3.35)) puede expresarse como:

s A

+

Z V1 ()97, (') + Z @lyn(r)@in(r') + /L wy(k,r)a) (k,r\dk = 6(r — ")
' ' (3.39)

Esta nueva completitud modificada pone en pie de igualdad resonancias con estados
ligados en tanto elementos de la base e introduce nuevos estados del continuo. Estos
son estados de dispersion, con parte entrante y saliente, pero con energia compleja vy,

desde ya, siempre se habla de autovectores del hamiltoniano H.

Algo importante a remarcar es que las funciones expandidas por (3.40|) deben decaer
més rapido que cualquier exponencial o, a lo sumo, con comportamientos asintoticos
del tipo €**" con k dentro del contorno de integraciéon [22]. Con lo cudl, formalmente,

no son una base para todo Lo(RT), que si lo es el conjunto de la funciones que
componen (3.21)).

En cuanto al espacio abstracto, si |©) ) ¥ ’él,m,n> son los kets correspondientes a

las resonancias:



3.5 Completitud de Berggren 39

(|01mn) = 1810 (1)¥in0,6)

- 1 - (3.40)
(x|Otmn) = ~ 1 (r)Yim (6, 0)

Claramente, las resonancias (como los estados ligados) también seran autovectores
de L’y L,.

Para los estados del continuo, con kets |Oy) y |Oy):

(r[Ow) = (k)™ Y 0 " dtwy(k, 1) Vim (0, 6) Y7, (8, @)
l m
. (3.41)
(r|O) = (k")™Y 0 ity (k) Vi (0, 67, (8, @)
l m

Con S y a son los dngulos polar y acimutal, respectivamente, de k. Igual que antes,
estos nuevos estados de dispersion no son autovectores de L? y L, sino del operador

numero de onda.

Con el producto interno definido antes, cumplen:

<él,m,n|@l/’m/7n/> = 011 Omm Onm
(Ok|Oy) = d(k — K
H ‘617m7n> - El,n ’@l,m,n>

H ‘(:)l7m,n> - E;:n ‘él,m,n> (342)
h2k?
H161) = 5 [01)
_ h?k*2 B
H|O) = Ok)

Con Ej,, definidas en (3.24]). Todo esto deriva en la completitud pero ahora ya para

el espacio de vectores de estado abstracto:

Z In, I, m)n,l,m|+ Z ‘Gl,m,n><él,m,n| +/

nlm nlm L

|O1 X Ox| dk = 1 (3.43)

Estos kets (salvo los ligados) no pertenecen formalmente al espacio H, pero expanden
estados que si lo hacen; similar a lo que ocurre con las ondas planas, por lo que serian

kets generalizados. El marco mateméatico formal para ellos estara en el capitulo [4]

Con esta nueva relacion, Berggren viene a ampliar una desarrollada anos antes por

Humblet y Rosenfeld [18] que fue la completitud de Mittag-Leffler, que en realidad
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tampoco es tal dado que es sobre-completa (por esto el factor % inicial). Esta “base”

consiste también de funciones correspondientes a polos (a cualquiera, ligados, anti-

ligados y resonancias de ambos tipos) pero sin la contribucion del continuo, tal que

[19]:

% (Z U GUMGESY (I>l7n(7’)5zn(r/)) =6(r—1") si rr' <R (3.44)

Soélo las funciones polo no forman un conjunto completo para todo r, por lo que su
aplicacion esta limitada a representar funciones en un intervalo finito de r. Esto la
hace poco 1til para expandir funciones de largo rango, como, por ejemplo, una funcion

de resonancia de otro sistema fisico |23, 24].

Posteriormente generalizaron atin mas estas “completeness relations” a partir de eva-
luar la integral en (3.18) en otros contornos |25, [26]. Por ejemplo, evaluarla en reco-
rridos como en los de la figura resulta en completitudes:

1 1 ~ 1
52 lmbmfnlml+ 5% > 1O1maXOumal + 5 / [OuNOrc | dk =1 (3.45)
nlm Im n=d,c w
1 1 ~ 1
SO Intm)nml 45" " OrmaXOrmal +5 / O)(Ou | dk =1 (3.46)
nlm Im n=d,c,a U
Relk) . Re(k]

(a) (b)

Figura 3.8: En (a), el contorno W que incluye resonancias de captura, de decaimiento y
ligados, y en (b), el contorno U que incluye resonancias de captura, de decaimiento, ligados
y antiligados

Donde d, ¢ y a representan resonancias de decaimiento, de captura y antiligados,
respectivamente. Basicamente se agregan més estados al conjunto generador y cambia

el continuo.
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H Base Expansion de G, (k,r, ') H
2 [ (K, ) (K, )k Vi (r)rn(r’)
Newton W/o 212 Z K2 4 k2

o (7)1 (1) s Oy, (1) 07, (1)

Mittag-Leffl
HagTLerer Zn: 2hen (k — ki) 2hen(k — ki)

W (K ) (k) dk! wlnr o '> Oy () B, ()
P P ¥ (e Z T T = k)

Berggren

n

wl +* k' dk:’ wln / @l,n(r)&)?’n(ﬂ)
W / k k) Z +n§C e (k — k)

u K e k’ ')k zm 1,0 (1) 27, (1)
v e T S e S S

Tabla 3.1

Como ejemplo de funcién expandida en las diferentes bases, en la tabla|3.1|se muestra

el desarrollo de la funcién de Green parcial de (3.15]) en ellas [25].

Todas estas son “bases” compuestas por estados de particula simple y cual elegir

dependera del sistema a describir y del estado que uno busque expandir.

3.6 Aplicacion de la representacion de Berggren

En general, se busca que la expansion sea lo mas eficiente posible, en el sentido de
buscar la base que con unos pocos estados discretos (resonancias o ligados) reproduz-
can bien el estado del sistema fisico estudiado, intentando que el aporte del continuo

sea despreciable, aunque en general esto no es posible.

3.6.1 Una particula

En [27] se usan estos estados de particula simple correspondientes a un potencial del
tipo (1.4]), para diagonalizar otros hamiltonianos del mismo tipo pero con distintos
parametros para el potencial de Woods-Saxon. En este paper se analiza el caso del
209Ph v se usan como representacion estados de particula simple correspondientes a
un hamiltoniano H con un potencial con pardmetros Vs = 44,4 MeV y a = 0,7 fm.
La base estard compuesta por un estado ligado (1%1/5), una resonancia (2hy1/2) y

estados del continuo [28|, de forma que la base tendréa 3n+2 elementos; 3n estados de
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dispersion, la resonancia y el ligado. Un esquema del contorno continuo y la ubicaciéon
de los estados se muestra en la figura (3.9). La integral en (3.39)) se discretiza usando

un nimero n de estados del continuo pertenecientes al contorno.

—_
X 0024 @
E .

0.009 - FrrRrAEEEEEsEssrssEsssssssrssrEsEsasEsEsEraErane

'y

—0.02

—0.04

~0.06 oA

—oosd s i e Continuo

a Resonancia 2h11p
_0.104 [ ] ngado 1h1]_;2

T T T T T T T T T
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 150 175 2.00

Re(k)

Figura 3.9: Esquema de la ubicacion de los estados tratados en
127]. En rojo, los estados a expandir. En negro, los estados que
conforman la base; ligado, resonancia y continuo

Con esa base se expanden los mismos estados discretos de la base, ahora 1h’11 /2 ¥
2h’11 /21 PeTo correspondientes a un hamiltoniano H' con parametros Vs = 40,4 MeV
ya=0,6 fm.

Usando el programa ANTI obtienen 1h’11/2 = —12,526 MeV y 2h’11/2 = (4,321 —
0,321 i) MeV. A medida que aumentan los elementos de la base, la energia del

estado expandido en la base converge a la obtenida numéricamente con ANTT (ver
figura [3.10)).

Con n = 16, ya se obtiene una base que expande adecuadamente los estados con
bastante precision. Notar que la convergencia para el estado ligado se da con menos

elementos del continuo.

Otro caso interesante analizado en [27] es el uso de una base compuesta tnicamente
por estados del continuo de H, sin resonancias ni ligados. En este caso, se busca
expandir el estado 4ds/9, que es una resonancia de los hamiltonianos H y H " este
ultimo con parametros Voys = 50,4 MeV y a = 0,7 fm. Para H, 4ds5/, = (7,336 —
i 13,234) MeV vy, para H”, 4dg/2 = (2,496 — i 9,660) MeV. Se elige un contorno que
incluya 4dz /o Pero excluya 4ds , (resonancia de H). De esta forma, el estado 4dY /2 €8
expandido solo con elementos del contorno continuo, ver figura [3.11} Se obtiene que

con n = 32 es suficiente para un desarrollo muy preciso.
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n Bound state Resonance
(—14.960,0.000) (2.251,-0.026)
0 (—12.517,0.001) (4.405,~0.133)
2 {—12.527,0.000) (4.081,—-0.275)
4 (—12.527,0.000) (4.237,—-0.283)
8 (—12.525,0.000) (4.305,-0.314)
16 (—12.526,0.000) (4.319,-0.320)
32 {—12.526,0.000) (4.321,—-0.321)
128 {—12.526,0.000) (4.321,—0.321)
ANTI (—12.526,0.000) (4.321,-0.321)

Figura 3.10: Energias de los estados 1h’11/2 Y 2h’11/2 en
funcion del nimero de estados considerados mds el re-
sultado numérico obtenido con el programa ANTI. To-
mado de [27]

—
ﬁ 0.004 -« B LR R LT TP P
£
—0.02
A
—0.04 - B - P Continuo
3 Ao Resonancia 4dsp
" . H "
—0.06 1 3 : 4 Resonancia 4d5),
—0.08
—0.10 1 g A

T T T T T T T T T
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 125 1.50 175 2.00

Re(k)

Figura 3.11: Esquema de la ubicacion de los estados para el caso
de expansion de resonancia con elementos del continuo. En rojo,
los estados a expandir. En negro, los estados que conforman la
base

3.6.2 Dos particulas

También, en |29, [30], se usa la base de Berggren pero ahora para expandir un estado
de dos particulas. En particular, se usan los estados de particula simple generados
por el potencial del nicleo “®Ni para expandir los estados de dos particulas del 8Ni.
Para este potencial se usan los pardmetros Vs = 40MeV, Voso = 21,43MeV, rg =
1,27fm y ays = aso = 0,67fm y en la base se incluyen los estados correspondientes
a las energias €ldy), = —0.8, €25, = —0,284, €ldy, = 1,325 — 0,479 1, €0hyy )y =
3,296 — 0,013 ¢, ey, = 3,937 — 1,796 i y €og,, = 4,2 — 0,167 4 (en MeV) méas un
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contorno continuo (discretizado), ver la figura [3.12)).

Im(E)
ool @)  ®0 (@0) Re(E)

(a,-¢) (b,-¢)

Figura 3.12: Esquema del contorno continuo usado en la base.
Tomado de [29]

Los primeros cuatro estados correspondientes al 8'Ni tienen energias Ey = —3
(fundamental), Fy = —0,653, E2 = 1,972 — 0,399 i, B3 = 3,923 — 1,051 i y
E4=7,956 — 0,252 1.

Como en la subseccion anterior, en la tabla [3.13, se muestra la convergencia de la
energia del desarrollo en funcion de la cantidad de estados del continuo utilizados, en

este caso Ny. Con Ny = 70 ya se tiene una buena aproximacion.

Puede verse que al usar s6lo los estados discretos de la base (N, = 0), la energia
ligada del estado Fp a desarrollar mantiene una parte imaginaria grande que se anula
al incluir los elementos del continuo. La apariciéon espuria de una parte imaginaria
en el desarrollo de estados ligados depende fuertemente de la cantidad de estados del
continuo en el contorno, de forma que la “aproximacion de polos” (usar solo ligados
y resonancias) no es buena para describir estados ligados o resonancias angostas,

aunque podria serlo para resonancias anchas [30].

N, Ep E; E; Ey
0 (—0.642,0.012) (2.158,0.719) (3.268, —0.883) (7.931,—0.198)
35 (—0.65417,0) (1.968 74, —0.392 35) (3.92420, —1.052 08) (7.956 93, —0.252 36)
70 (—0.65274,0) (1.969 88, —0.39321) (3.92429, —1.051 59) (7.95691, —0.25251)
110 (—0.65274,0) (1.97261,—0.398 38) (3.924 16, —1.051 68) (7.95687, —0.252 50)
225 (—0.65308,0) (197241, —0.399 35) (3.92390, —1.051 89) (7.956 85, —0.25249)
550 (—0.65308,0) (197241, -0.39935) (3.92390, —1.051 89) (7.956 85, —0.25249)

Figura 3.13: Energias de los primeros cuatro estados excitados del 8O Ni, segiin la cantidad
de estados de dispersion incluidos en la representacion

Concluyendo, la representacion de Berggren aparece como una muy buena herramien-
ta para el estudio de niicleos exdticos y su importancia radica en su capacidad para

describir adecuadamente la complejidad de los mismos.



Capitulo 4

Espacios de Hilbert equipados (RHS)

Von Neumann fue quien comenzo con el uso de espacios de Hilbert como marco para el
formalismo de Dirac, a pesar de ciertas incompatibilidades. Como se dijo, los vectores
de Gamow no estén incluidos en la matematica de la mecanica cuéntica ordinaria.

Para esto, se requiere extenderla, junto con el espacio de Hilbert |35].

La teoria de espacios de Hilbert equipados (Rigged Hilbert Space o Terna de Gel’fand)
proporciona un marco matematico riguroso para analizar estos sistemas. Estos per-
miten incluir los aspectos no estacionarios y temporales asociados con los estados de
Gamow, dada la naturaleza transitoria y resonante de los sistemas fisicos estudiados,

al mismo tiempo que amplia el umbral matematico de la teoria cuantica.

El objetivo principal de este capitulo es presentar de manera sisteméatica la teoria de
estos espacios y aplicarla a estados de Gamow, usando como base los trabajos [35],
306, 37, 38]. Se necesitaran dos nuevos espacios y una clase especial de funciones para

lograrlo.

Espacio ¢

A los fines de este trabajo, con topologia se referira a un criterio de convergencia en
un dado espacio. Por ejemplo, la topologia del espacio de Hilbert H (7z) viene dada

por:

py > pparay — 00 = |y — ¢l|g — 0 para v — oo
H
Es decir, por la convergencia en norma de Ly (ver apéndice B).
® sera un espacio topologico lineal si cumple [35]:

1. ® es un espacio lineal
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2. Hay definido un criterio de convergencia (7¢) para una sucesion de elementos

del espacio

3. Las operaciones algebraicas en el espacio (suma, multiplicacion por escalar, etc)

son continuas con el criterio de convergencia 7¢, 0 sea, cumplen:
a) St =@ con @p,p€® VneN = ap, > ap YVaeC
T T
b) Sianga con ap,a€CVneN = ap—ap Vpoed
T®

c)Sipp =0y V¥, >V = ¢, +V, >+ con ¢, V,,po,Ved
T K T
Vn € N

Lo fundamental aca es que la topologia 7¢ serd méas “fuerte” (finer) que 7z, de forma

que T7¢ convergencia = Tp convergencia. Asi, se tendra [35]:

dcH (4.1)

Estas son las caracteristicas generales de ®; el contenido especifico de este espacio,
en cuanto a qué estados contiene, dependera del problema fisico a estudiar. En este
trabajo sera definido apropiadamente en la seccion 4.3] Por ahora tener presente que

serd un subespacio de J{ con una topologia més restrictiva.

Asumimos que ¢ es un espacio nuclear (para su definicion, ver en apéndice B).
Esto es necesario porque permite trasladar muchas de las propiedades de ¢ a lo que
sera su espacio antidual y también para un analisis riguroso de los operadores no

acotados.

A partir de ahora habra un cambio de notacion, los brakets seréan usados para denotar
la actuacion de un funcional sobre un elemento, es decir, F(¢) = (p|F) y el producto

escalar entre elementos de un mismo espacio seré con paréntesis, por ejemplo, (¢, ).

4.1 Espacio ¢~

El espacio ®*, antidual o conjugado de @, es el conjunto de todos los funcionales
antilineales 7g-continuos, con dominio ® [35]. La operacion suma y multiplicacion

por escalar en este nuevo espacio vendran definidas por:

(plakt + BFy) = a{p|F1) + B {p|Fh)

Para evitar confusion, notar que la suma de funcionales es lineal, porque el espacio

®* es lineal. Los que son antilineales son los funcionales en si.
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Analogamente, H* es el de los Ty-continuos con dominio H.

Notar que si f € Hy oy = ¢ = ¢y = ¢ = (¢4, f) = (¢, f) por ser el
T TH

producto escalar un funcional continuo en un espacio de Hilbert = el funcional

antilineal definido por (p|F) = (¢, f) es 7¢ continuo y (, f) € ®* =

H* C (4.2)

Por el Teorema de representacion de Riesz, H* es isométricamente anti-isomorfo a
H, es decir que hay una correspondencia biunivoca entre sus elementos, por lo cual

se dice que es autodual:

H = H* (4.3)

Esta ultima igualdad no es una igualdad estricta entre espacios, ya que su contenido
es diferente, sino que denota que nos es indistinto saber a cual de los dos pertenece
formalmente un dado elemento y que dos elementos que se corresponden “son la misma

cosa”. Seré el caso de todas las igualdades o relaciones de ese estilo.

De lo anterior, se concluye que:

dCH=H"cCod* (4.4)

Definido el espacio ®*, una definicion relevante sera:

Extension de un operador A con dominio en ®:

Sea A 7g-continuo en ®. Se define la extension AX : d* — d*/

<AT¢‘F> = <gp‘AXF> (4.5)

Asi definido, se obtiene un operador continuo (ver apéndice B.2) AX sobre ®* a

partir de un operador continuo A sobre ®.

4.1.1 Espacio ®**

El espacio ®** seré el de los funcionales antilineales continuos con dominio en ®*

[35]. O sea, los funcionales de funcionales tal que:

PpeEP sip PN — (C/ o(aFy + BFy) = o« p(F1) + 87 ¢(F,) y continuo
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Con suma de funcionales y multiplicacién por escalar dadas por:
(Flagy + Bg2) = a(F|p1) + B(F|@2)

Que junto con el criterio de convergencia débil (B.2)), lo constituyen en un espacio

topologico.

Ademas, puede demostrarse que dado p € &, 31 ¢ € &**/ G(F) = F(p)* VF € &~
equivalente a (F|@) = (¢|F)". Lo inverso también es cierto. Asi, la correspondencia

Y <— ¢ es uno a, en consecuencia:
o=~ (4.6)

Esta es una igualdad en el mismo sentido que en (4.3)). A los espacios que cumplen
(4.6)) se los llama reflexivos.

4.2 Terna de Gel’fand

Con lo anterior, se define un espacio de Hilbert equipado o terna de Gel’fand, intro-

ducidas por Izrail Gel’fand, como [35]:

dCH=H"cCd (4.7)

4.2.1 Ternas equivalentes

Sean ® € H C & y ¥ ¢ W C UX dos ternas de Gel'fand, se dicen equivalentes
<= 3U unitario tal que [35]:

.U =W

2. U® = V¥ siendo U bicontinuo, es decir, ¢, T—(; p = Uy, :13 Uy

Con esto, U sera extensible a U : ®* — ¥X siendo también bicontinuo y biyectivo

y vendra definido por:
(Up|UXF) (4.8)

De forma que también se pueden trasladar los operadores. Si A en ® = su analogo
en la nueva terna sera UAU !/ Dom(UAU ') = U® = V.

Si W es un espacio de Hilbert de funciones, esta terna se dice representacion

de la primera.
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El concepto de representacion es necesario para construir el espacio ® en (4.3) ya que

este estara definido a partir de su representacion.

4.2.2 Autovectores generalizados

Considerar un operador A en ® y extensible segun (4.5)), si para algin A € C y un

funcional antilineal F' ocurre que [35]:
(Alo|F) = (p|AXF) = Mg|F) Vped (4.9)

Entonces, F' se dice autovector generalizado con autovalor \ de A.

Condensando notacién y renombrando a los funcionales F' = |\) para ya usar la

notacion de Dirac, se puede decir:

AT ) = AN (4.10)

Con esto, |A) y A son llamados autovector y autovalor generalizados del operador A,

respectivamente.

4.2.3 Teorema nuclear espectral

Si {A}Y, es un sistema completo de operadores que conmutan (CCOC) (ver en
apéndice B.2), esencialmente autoadjuntos, 7g-continuos en la terna & C H C d*,

entonces existen [35):

IAD AR ANy € o
AX A AR ANy = B AW NG AW)y (4.11)
AR) ¢ AR)

Que, ademas, V o, 1) € ® y una medida g en A = AN x A® x . x AN que es el

producto cartesiano de los espectros de cada Ai( , vale:

(¥, ) = / dpp(N) (DA A@ NIy (o D A A (4.12)
A

O, equivalentemente:

oo / () (e A® A@ AWy [0 3@ )y (4.13)
A
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En realidad, (4.13)) es el funcional en ®* asociado a .

Este teorema, también conocido como el Teorema de Gel'fand-Maurin, prueba que

los autovectores generalizados del CCOC generan ®.

Considerar el caso de un CCOC de un solo operador, se tendra, para un dado ele-

mento, que:

(pr) = /A (oA Pa(y) (4.14)

Esto implica que {p|\)" es una funcién cuadrado integrable respecto de la medida
dpi(X). Por lo que habra una correspondencia entre ® y L2(A, du())), es decir, ¢ <—
©(N\) = {p|\)". Esta correspondencia la da el operador U antes definido.

En conclusién, siempre se puede encontrar una representacion de la terna (4.7)), tal
que W = L2(A, du(N)).

4.3 Construccion de o

El espacio ® para el problema de scattering y, especificamente, para incluir resonan-
cias y estados virtuales en el RHS, sera definido a partir de su representacion. O sea,
se define primero una terna de Gel’fand de forma que su espacio de Hilbert asocia-
do sea uno de funciones y la terna de los espacios abstractos seré la obtenida con la
aplicacion de ese operador U unitario que los relaciona. Pero para llegar a esta re-
presentacion hay que pasar por varios espacios antes, algunos seran importantes en

si mismos y otros simplemente auxiliares.

Para esta secciéon son necesarias algunas precisiones. El espacio H puede descompo-
nerse en la suma directa de los autoespacios del operador L? [35, 138]:
o
H=a K
=0
Como antes, [ corresponde al momento angular orbital. Lo que sigue se restringiré al
caso | = 0, o sea, estados dentro de Hy. Los resultados del capitulo son validos para

cualquier [ arbitrario, la eleccién de restringirse a [ = 0 es para simplificar notacion

y facilitar la exposicion matemaética.

También, recordar que:

H=BaR

En particular, Hy. Es decir, suma directa de estados ligados y estados del continuo

con energia positiva, siempre con momento angular orbital cero.
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Con esta restriccion, el hamiltoniano libre Hy cumple con las hipotesis del teorema de
Gel’fand-Maurin y dado que su espectro son los reales positivos A = RT y du()\) =

dE, entonces:

U:Hy — L*(R") (4.15)
Antes se us6é mayormente k como variable para las funciones de onda, ahora se pasa
a la variable energia F.

Para llegar a construir ® se necesitan utilizar los espacios de Hardy y Schwartz que

seran definidos a continuacion:

4.3.1 Espacios de Hardy

Sea f: R — C, tal que [35]:

a) 3f(z) analitica Vz € CT — R a’) 3f(z) analitica Vz € C~ —
Vy >0 ﬁjO' Vy <0 ﬁjO‘
supf flz+yi)|’de < K < 0 supf flz+yi)|Pde < K < 0
) iy 0 £z + yi) = /(2) &) Ym0 £z + yi) = f(2)
— feHy — feH_

Donde H son los llamados Espacios de Hardy, claramente son espacios de funciones
a variable real. Estos son subespacios de Hilbert de L?(IR), con la misma topologia.
Para aclarar, H. heredan el producto interno de L?(IR), en consecuencia, también la
norma y métrica asociadas al mismo y la convergencia también sera la convergencia

en norma, asi es completo. Y:

L’R)=H, ® H_ (4.16)

4.3.2 Espacio de Schwartz

Sea f: R — C, tal que [35]:
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a) f es infinitamente diferenciable

) o dm — fes8
b) xlgloo "= f(r) =0 mn=0,1,..
Se dice que una sucesion f, € 8§ converge a [ si:
d?\"
lim ‘ <x2 + —2> [fn(z) — f(x)] ‘ —0 VpeNy
n—00 dx

Con la norma de L?, de forma que 8 sera el espacio de Schwartz. 8 € L?(R). Clara-
mente, la topologia de Schwartz es méas fina que la de L?, siendo la de este tltimo el
caso particular de p = 0 en la “familia de topologias” que definen la convergencia en
8. Por lo cual, puede formarse 8 C L?(R) C 8%, siendo 8 el espacio de funcionales

antilineales en 8, también llamados distribuciones temperadas.

4.3.3 Espacios A y D

Con estos espacios definidos, consideremos los espacios S(R™) y S(R™), que contienen
las funciones de 8 que son cero para * € R~ o R™, respectivamente. Sea .Z la

transformada de Fourier, entonces se definen [35]:

Ay = Z[S(RF)] =8N Hy (4.17)

AL es subespacio de & y hereda su topologia, es decir, f,(E) — f(F) <—
TAL
fn(E) — f(E) y es completo con esta. Y ya se dijo antes que la convergencia
T8

en Schwartz implica convergencia en L?. Por lo que se puede formar:

Ay C Hy C Ai (4.18)

También se definen:

D, = {restriccion a R™ de las funciones en Ay} (4.19)

D, =D* '
Por el teorema de Van Winter, una funcién en (4.18)) estd completamente determinada
por sus valores en la recta real positiva (ver en apéndice |B.3)). Entonces, existe un

mapeo biyectivo tal que:
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Qi:Ai—>Di

(4.20)
0L[AL] =Dy
Basicamente, el operador que “hace” la restriccion en (4.19)).
D tendran la siguiente topologia:
on(E) — o(F) <= 07 '0n(E) — 071 0(F) (4.21)
TDi TAj:

O sea, la convergencia en A da la convergencia en D. Ahora si, se define ® a partir

de su representacion de la forma:

oy =U 1D+ (4.22)

Y se obtienen las ternas:

Dz C L*(RT) c DX r
D C Hy C B '

Siendo las primeras representaciones de las segundas (notar inversion de signos).

Usando los operadores de Mgller y considerando que R = Q1Hj, se definen para

estados interactuantes:

Pt = QLD

(4.24)
Pt c R C ot~

La topologia de estos nuevos espacios viene definida de forma analoga a lo que fue
(4.21)):

on — 0 = Q3o — Q%' (4.25)

Tet T

Con las extensiones de los operadores de Mgller definidas por:

(Qeo|QfF) Veoedy, Fedl (4.26)
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o~ c R < P
Q! Q! o-”
o < Hy < ke
U v U
D. c IARY) C DX
07 (671
Ay c INR) C A%

1 _ e
QL Q+1 0!

D_ c IXRY) ¢ D

A ¢ [AR) C AX
(b)

Figura 4.1: En (a) y (b), esquemas de los espacios con los operadores que los relacionan.

Tomado de .

En la figura [{.1} se muestran esquemas que ilustran la relacion entre los espacios

arriba definidos, junto con el operador que los relaciona.

Considerar ahora el operador Hpg, que es la restriccion del dominio del hamiltoniano
completo H al espacio R. Como se dijo, Hy cumple con las hipotesis del teorema,

nuclear espectral , y en consecuencia:

H{ |EL) = E|Ey) VE € RT
(0o, ) = / (o1Es) (WeBL)" dE Vs, ¥s €@y (420)
0

(Y+|Ex)" = v5(E) € Dx
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Siendo Hf la extensién de Hy a los espacios ®5. Esto es, los estados |E)_ (por
ejemplo ondas planas), por teorema nuclear espectral, forman una base de los espacios
®_ | respectivamente. Prestar especial atencion a las eventuales inversiones de signos

+ por F.

O |B:) = |EF)

Hl)%( ‘Ei> 5 |Ei> (4.28)

Estos son estados estacionarios de dispersion para el hamiltoniano completo
(con interaccién) en este nuevo formalismo, ahora como funcionales en ®** | y

son base de los espacios ®* completos.

J

Por la definicion en (4.24)), los espacios ®4 son los de estados asintota in y out
definidos en ({2.8)), de forma que iy € P4 y Yoy € .

4.4 Generalizacion

Hay otros autovectores generalizados para estos hamiltonianos cuyos autovalores son

complejos con parte imaginaria no negativa [35]:

HE' |wa) = wwa)
Hf ™) = w|w™) VweCE (4.29)
(T |wF) = (pxlws) = [gz(W)]* g+(E) = 0-'Uops € Az

Tanto a ¢4+ como a T les corresponde una funcion g € Ax dada por el

operador H;IU . Estos autovectores son funcionales que asignan a los elementos

de 4 y ®* el namero que resulta de evaluar su conjugada en el autovalor

complejo w.

Notar que, a pesar de que los espacios de funciones son a variable real, por como

fueron definidos, el niimero g(w) existe.

Puede demostrarse con el teorema de Titchmarsh (ver apéndice [B.3)) que:

(o) = (s B ) = [ 2= e o

i B — w oo 2m E—w

Se definen los funcionales de Green (resolventes) en AX como:
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1
_—T—Q_m'E—w

91(w) con we C* (4.31)

Dado que el hamiltoniano Hp para los espacios A resulta de la transformacion:

é=0"UOL HpQ2U "0+ (4.32)

Entonces:

€9+(E) = Eg+(E)

4.33
éXSi(w) = wY1(w) ( )

A la terna (4.18) se la utiliza como representacion, aunque formalmente no lo
es, dado que el operador que relaciona (4.18) con (4.24) no es unitario [35]. A

pesar de esto, sera referenciada en el proximo capitulo.

En el capitulo [2 se uso la extension analitica de S para el plano complejo k. Ahora
es en variable energia, por lo que S pasa a Sy(w) y Srr(w), estas son las extensiones

analiticas para cada hoja de energia, I para la fisica y I para la no fisica.

Otra forma de expresar la transformacion del plano k en estas dos hojas de energia
a través de la relacion de dispersion es utilizando superficies de Riemann E| Esta
superficie estd compuesta por dos planos complejos (las hojas) con origen en comin
y estan conectados por sus semiejes positivos. El borde superior conecta la mitad
superior de la primera hoja con la mitad inferior de la segunda hoja, mientras que el
borde inferior conecta la mitad inferior de la primera hoja con la mitad superior de
la segunda hoja (ver figura . Aunque lo relevante siguen siendo las propiedades
analiticas de S, dadas en la seccion [3.2.2] por lo que no es necesario profundizar en

la estructura geométrica de la superficie de Riemann.

Los limites a los ejes reales de cada una cumplen [35]:

lim S;(E + €i) = lim Sy (E — €i)
lim S7(E — €i) = lim S77(E + €i)
e—0

e—0

Por lo que se puede definir:

!'Una superficie de Riemann es una variedad unidimensional compleja que localmente se compor-
ta como el plano complejo. Permite el estudio de funciones de una variable compleja y es utilizada
para analizar fenomenos como las singularidades y ramificaciones de dichas funciones.
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. Corte de rama

Hoja fisica Hoja no fisica

Figura 4.2: Esquema de la superficie de Riemann, tomado de

S(E % 0i) = lim S;(E % €i) (4.35)
€E—

La probabilidad de que un estado in, dispersado, termine como un dado estado out,
viene dada por (2.16) que en términos del formalismo de RHS esta dado por el
producto escalar [35]:

(Gouts Stbin) = (o 6%) = / (Gout| B} (Winl E4) S(E + 00)dE
0 (4.36)

B /o_oo (o |E7) (WHEY) Spr(B)E

La primera integral es hecha en el eje real positivo de la hoja fisica y la segunda en

eje real negativo de la hoja no fisica.

Se asumira que Sjy estard acotada, en modulo, por un polinomio para cualquier w.
Es decir [35]:

dp>0:|Sr(w)] < |P(w)] VYw e Ccon |w|>p (4.37)

Donde P(w) es un polinomio en w. Considerar, como es usual, que hay infinitos pares
de polos de Sjren w =W,, = E,, — %Fni y W,r. Entonces ||

HY (W) = Wy W) €

(4.38)
H W,5) = Wi W) e @*X
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Las resonancias de decaimiento |[W, ) y captura |W,5) son autovectores generaliza-
dos del hamiltoniano, o sea, funcionales antilineales. Ademas, |[W;f) ¢ Hy y no les

corresponde un vector en el espacio de Hilbert.

Con una légica similar a la de Berggren, s6lo que ahora en energias. Considerando
la extension analitica del integrando en (4.36) y haciendo la integral en un contorno
semicircular que puede ser hacia bajo (donde estén las resonancias de decaimiento)

o hacia arriba (donde estén las de captura), puede demostrarse [35]:

Pt = /OO Spr(E) (WHET) |[E7YdE =270 ) o (W W5 W)
O_OO " (4.39)
o~ = /O Sii(B) (o7 | E7) |EVYdE + 270y o (07 |[W,5)T W)

Donde al término integral se lo llama “de fondo” o background, o, es el residuo de
Str en W,,. De esta forma que se consigue incluir resonancias en los desarrollos de los

estados.

Para cerrar el capitulo, se describe la evoluciéon temporal de los mismos. Como se de-
finieron hasta ahora las extensiones de los operadores, puede definirse la del operador
evolucion, que en esta seccién lo nombraremos sélo en su forma explicita e~ para
evitar confusién con el operador U.

I

Su extension sera e * 7 : en ®T* s6lo puede definirse para t > 0. mientras que en
b b

d~* solo para t < 0. Asi [38]:

eI () = BT CR [J)  i5
e~/ J+) = o BT |y it <0 (4.40)

Recuperando el comportamiento temporal esperado para cada resonancia.

Ahora, a las resonancias caracterizadas por las funciones radiales ®(r) y 5(7“) descritas
en el capitulo 3 en el cual no se les habfa dado una descripcién matematica tan
rigurosa, y en [19] por Berggren, les corresponden los vectores de estado generalizados
W) € @ > y |[W,F) € > respectivamente.

Con esto, queda demostrada la utilidad de los espacios de Hilbert equipados para
incorporar resonancias de manera rigurosa. Esto también sera utilizado en capitulo

Bl aplicado a valores medios.



Capitulo 5

Valores medios en estados resonantes

En este tltimo capitulo se mostrara el resultado numérico de calcular el valor de
dos magnitudes, (r?) y Ryms, para cuatro nicleos, a saber: 17O, "Be, He y '3Be
en su estado fundamental para distintas variaciones en los parametros de intensidad
y difusividad del potencial en ([1.4)). Todos seran tratados como un core, con A,
nucleones, mas un neutréon de valencia, como se explico en el capitulo [I], el nicleo
tendra un total del A = A.+1 nucleones. También, el valor de la energia fundamental

sera calculada, la cual dependera de los pardmetros elegidos para el potencial.

5.1 Definicion teoérica de valor medio en estados re-
sonantes

En general, las magnitudes asociadas a resonancias traen problemas en cuanto a su
interpretacion. Por ejemplo, como se dijo en la seccion del capitulo [3, el modulo
de la funcién de onda de una resonancia ya no puede interpretarse como una densidad
de probabilidad [39]. La magnitud a analizar que ocupara esta seccion sera el valor
medio de un observable en una resonancia, en particular del hamiltoniano H. Como
se vera, este no solo requiere ser reinterpretado sino también redefinido, habiendo

varias formas de hacerlo que seran descritas a continuacion.

5.1.1 Definicién de Berggren

Berggren, en [19] propone reformular el valor medio de un observable. Por definicion,

este venia dado, para un observable A, por:

Tr(pA)
Tr(p)

<A>tradicional = (5 1)
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Siendo p el operador densidad, que para una resonancia (estado puro) y en el forma-
lismo de base bi-ortonormal de Berggren termina siendo p = |@l,m,n><él,m,n|' Esto,
usado en , resulta en un valor complejo. Berggren lo aplica para A = H, con H
siendo el hamiltoniano del sistema, y dado que testea el valor medio entre autovec-

tores, obtiene facilmente que:

<H>tradicional = <él,m,n H |@l,m,n> = Enl - i%rnl (52)

El propone considerar que el valor medio fisico sea la parte real de (5.2). Asi:

(5.3)

(A fisico = (A) = Re(Tr(pA)>

Tr(p)

Dado que la desviacién cuadratica AA% = (A% — (A)?) es en si misma el valor medio

de un operador, esto ultimo mas la nueva féormula para el valor medio aplicado a H:

AH? = (01,0 H? — (H)*|O1m.0)

= <él,m,n‘ H2 ‘@l,m,n> - <H>2 <él,m,n|@l,m,n>
= (Bw — i5T)* = By = =105 — iBuln

Tomando las partes reales y usando que <él7m,n|@l,m7n> = 1, resulta en:

<H> = En

5.4
AH* =117 (54)

Concluyendo que una posible interpretacion para estos valores medios es que la parte
real sea el valor medio fisico y la parte imaginaria esté relacionada con su error o

incerteza.

Posteriormente, en [40], Berggren demuestra las nociones del principio para un ope-

rador A que conmute con H, valiendo:

<A> = Re <él,m7n| A |@l,m,n>

’ , (5.5)
AA2 = — (Im <@l,m,n‘ A ‘@l,m,n> )

También se propone que el signo de la incerteza dependa de si el estado es de decai-

miento o de captura, correspondiéndole el signo negativo para las de decaimiento.
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5.1.2 Definiciéon de Bohm

En el marco de los espacios de Hilbert equipados, para una resonancia de energia
W= =FEr— gz yWT =W*=FEp+ gi, en la terna 1) los estados de Gamow
se corresponden con los funcionales de Green en (4.31)). Es decir, a las resonancias
de decaimiento |[W~) € &~* y captura |[W*) € & les corresponden, en A los

vectores:

+1 1
o-tuat (w* € AX 5.6
| )= 2miE — W* + (56)
En [|41], se propone equipar a los espacios A* (por simplicidad, se omiten los subin-
dices) con el producto escalar y la norma de Lg. Asi, los vectores de Gamow en los
espacios A* podran normalizarse. Esto requiere cambiar el factor +1/2mi en (5.6))

por 1/4/m, de forma que los vectores:

1 1
W= ——ou-—
A mE-W-

. . (5.7)
Whr=_—__ -~
A YrE-Wt

Son la representacion de las resonancias como elementos de A* y estaran normaliza-

dos:

Wiz =wows <L [ L upo
A A Wa) 7). =) o= =
N — E=1
W= ovgwo =+ [ (E W+) S
Con lo cual, se propone definir el valor medio de la energia como:
(%) = (Wx,e*WyR) (5.9)

Esto es:

1/°° 1 E o 2/00 E
)  E-WHE-—W* T ) (E—ER)2+1

T/2

Esta integral puede evaluarse |41, |37], resultando en:

(eX) = (Wx,eXW3) = Br (5.10)
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De forma que el valor medio de la energia en un estado resonante, de captura o

decaimiento, es su parte real, en coincidencia con el criterio de Berggren.

5.1.3 Definicion de Michel

Lo anterior fue para el hamiltoniano o para operadores que conmuten con él. En 22|,
se propone una generalizacion de esto para un observable cualquiera comparando el
valor medio, que dependera del tiempo segtun I', y la dispersion temporal del mismo,

con la definicion dada en (5.5)) junto con una nueva interpretacion de las magnitudes.

Para una funciéon de onda completa de una resonancia, se tendria:

U(r,t) = O(r)e!Prt/he=Tt/2h (5.11)

El valor medio convencional en este estado seré:

A(t) = (U] A|0) = (O] A|©) e /N (5.12)

Y el de Berggren:

(O] A|©) = A, + Ayi (5.13)

Si el promedio temporal en un tiempo Tj es :
1 [T

m:ﬂ ; f(t)dt

Entonces, esto, aplicado a la dispersion temporal de (5.12)) para Ty < % sera:

1

A(4) = 7/ AP - A (©]416) | (5.14)

T

i
Para una resonancia angosta (I' < ERr), puede considerarse a como una funcién
de la energia, expandirse en Taylor alrededor de Er y evaluarla en Er — gz tal que
A+ Aji = A(ER) — gA’(ER)z’. El paso relevante esté en hacer el link entre estos dos
formalismos proponiendo que A, puede interpretarse como el promedio temporal de

A en mediciones hechas a tiempos ¢t < I/T" de forma que [22]:

A, = At)
o A'(ER) (5.15)
A = hﬂ—‘A(ER”At(A) x A(A)
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Y, en consecuencia, A; queda relacionada a la dispersion temporal de las mediciones.

En principio, tanto A, como A; podrian medirse experimentalmente, pero realizar
un analisis estadistico de los observables vinculados a los estados de resonancia es
muy complicado. Con lo cual, tanto estas ecuaciones como las propuestas anteriores,
por ahora, son solo de interés tedrico, ya que su estudio experimental requeriria

instrumentos extremadamente precisos que actualmente no existen.

También es importante notar que las incertezas propuestas en esta secciéon no corres-
ponden a la desviacion estandar de un operador encontrada en la literatura cuantica,
se trata de una hipotética incerteza adicional originada por la condiciéon de decai-

miento de las resonancias y su energia compleja [42, 22].

5.2 Operador 72 v Rypms

Sir es el vector posicion del neutréon de valencia respecto del centro del carozo inerte,

el operador 2 corresponde a la distancia al cuadrado del mismo.

Ahora bien, el estado total, core mas valencia, definido en (1.3]) puede escribirse como:

W) =11,..., Ac) ® [¢) (5.16)

Donde |1, ..., A;) es el estado del core y el |¢) es el estado de particula simple del

neutréon de valencia. Con esto pueden definirse:

(r%) =l [v) (517)
A
R2p(4) = 1 (7] > o) (518)

Donde <r2) es el radio cuadratico del neutréon respecto del origen y a R,ps se lo
llama radio cuadratico medio, o root-mean-square radius, y puede interpretarse como

el radio del nuicleo completo. Dado que consideramos A = A. + 1, utilizando ([5.16)),

(5.17) v (5.18]), estos valores estan relacionados por:

Ae

Yo 1(r2> (5.19)

A
R%ms(AC + 1) = A _‘C_ 1R7%ms(AC) +
c

Lo que se calculara numéricamente sera (r?). Ese valor se usara también para calcular

Ryms(Ae + 1) usando la ecuaciéon anterior y R?, (A.) de datos experimentales [43)].
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5.3 Resultados

En esta seccion se calculara el radio cuadratico del neutrén de valencia y el radio
cuadratico medio de los nicleos 170, 13Be, He y 'Be para el estado fundamental.
Para calcular se usara un programa en Fortran, el “Gamow”, escrito por Vertse y Pal
del Instituto de Investigacion Nuclear de la Academia de Ciencias de Hungria [44].
Sus entradas son el momento angular [ y total j del neutrén, también los parametros
del potencial (Vows, Voso, Gws, @so y T0)- Las salidas son el valor de la energia para esos
valores de momento y la funcién de onda, esto permite calcular (r?) correspondiente

a la definicion de Berggren dada en [5.1.1}

Se mostraré la relacion entre el peso relativo de la parte imaginaria y real del valor
medio de esos operadores en funciéon de su anélogo en la energia, en un intento de
ver qué correlacion hay, si es que la hay, entre I' y los valores medios complejos de

los operadores.

Para estos casos, los pardmetros que variaran seran, mayormente, Voys y Qws-

5.3.1 Ncleos con carozos de capas cerradas

En esta subseccion se trataran dos ntcleos, el 17O y el 13Be. En ellos, los neutrones
de los carozos %0 y ?Be, en estado fundamental, ocuparan los dos estados de 1s; /2
los cuatro 1pz/p y los dos 1py o de la figura [1.1] Por esto, estos nucleos carozo son
llamados ntcleos de capas cerradas ya que sus neutrones completan las capas que
ocupan. En el caso del 160, se dice que es un nucleo de doble capa cerrada, dado que
los protones también llenan sus respectivas capas [45]. En ambos casos, el neutron de
valencia debe ocupar el estado 1ds/o, de la siguiente capa. Para estos dos nicleos en
cuestion, se obtuvieron resultados similares en todas las magnitudes calculadas, por

eso se presentaran juntos.

Antes de presentar los resultados para las magnitudes definidas en la seccion [5.2] se
va a exponer la forma de la funciones de onda calculadas por el programa para los
primeros estados del 170, sobre todo para ver explicitamente como es la funcion de

onda de una resonancia.

Si bien en este trabajo no se busca reproducir resultados empiricos, dado que el
estado fundamental experimental del 17O es ligado, lo que lo hace un nicleo estable,
se pueden encontrar los valores para los pardmetros en los potenciales de manera
que reproduzcan los datos medidos para el estado fundamental de este nicleo. Estos

ultimos se tomaran de [46].

Primero, hay que identificar la energia de separaciéon de un neutréon S,. Esta es la
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H Estado‘ E (MeV) ‘ Ecep (MeV) H

1ds/, — 4,143 —4,143
251 /2 —3,276 —3,273
13/ | 0,939 — 0,06 | 0,943 — 0,09
1f7/2 | 6,553 — 1,28i -

Tabla 5.1: Valores calculados y experimentales de los niveles de energia del 7O

energia necesaria para desprender el neutréon del ntcleo desde su estado fundamental,
o sea, para pasar de tener 17O a 10 mas un neutrén libre, siempre con los ntcleos

en sus respectivos estados fundamentales, y es definida positiva.

Asi, el estado fundamental del nicleo de 17O se dara cuando el neutrén de valencia,
en el estado 1ds)5, tenga una energia —S,. Para el 170, S, = 4,143 MeV [46).
Esto se da cuando los parametros toman los siguientes valores: Vs = 52,832MeV,
Voso = 13,492M eV y ays = aso = 0,7fm.

En la tabla 5.1} se muestran los valores de los primeros cuatro niveles, con los pa-
rametros que reproducen la energia del estado fundamental experimental, cotejados

con sus correspondientes valores experimentales.

Como ya se ve en las energias, los primeros dos estados son ligados. En la figura [5.1
se pueden ver sus funciones de onda, que muestran claramente el caracter ligado de

los estados.

El — lds;
0.6

— 251

0.4+

0.2+

0.0+

—0.2 4

r [fm]

Figura 5.1: Funcidn de onda radial para el estado fundamental y primer estado excitado del
neutron de valencia

Los siguientes dos estados son los resonantes. En la figura[5.2] se muestra la funcion de

onda para la resonancia del estado 1d3/,. Es una resonancia angosta, siendo la parte
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real de la energia quince veces, aproximadamente, mas grande que la imaginaria. Cosa
que se refleja en la funcién de onda. La parte real muestra una distribucion localizada
dentro del nticleo pero tanto la parte imaginaria como la parte real empiezan a mostrar

su comportamiento oscilante al alejarse del mismo.

u(r)

— Re{u(r))
0.5 — Im{u(r))

0.4

0.3

0.2 4

0.14

0.0 4

—0.14

Figura 5.2: Partes real e imaginaria de la funcion de onda radial para el estado 1d3/,

La situacion es distinta para el estado 1f7/9, donde la parte real de la energia es solo
cinco veces mayor a la imaginaria y se ve que las correspondientes partes en la funciéon
de onda son similares en magnitud. También se ve el caracter oscilatorio modulado

por una exponencial de la resonancia, esto se muestra en la figura [5.3]

u(r)

| — Re(u(r))
— Im(u(r))

0.50 4

=0.25 4

—0.50 1

—0.75 +

—1.00 +

o4
w
"
5
.
&
X
3
N
@

r [fm]

Figura 5.3: Partes real e imaginaria de la funcion de onda radial para el estado 1f7 /9

A partir de ac4, se mostraran los valores de los polos de S, (r?) v Ry para variaciones
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en la intensidad Vp,s y la difusividad a,s, dejando los otros parametros fijos.

Para el 13Be, los valores de los parametros en el potencial que quedan fijos son Vygo =
13,492 MeV y aso = 0,7 fm. Para este caso, Ryms(1°0) = 2,54 fm [43]. Y para el
13Be, aso = 0,7fm, Voso = 14 MeV y Ryms(1?Be) = 2,5 fm [43)].

0.2

[m) e a=02fm 01
E = a=0.45fm w + a=0.5fm
s a=0.7fm £ + a=0.7fm
= e Ry - = -
A i, ] 3 1 . a=0.9fm
L4, 00
e, Re(E) olo Mg, 10 15 2.0 255
-02 R . Re(E)
a ® . “

-0.4

-0.6

-0.8

-1.0 -0.4

(a) (b)

Figura 5.4: Ubicacion de los autovalores de energia (en MeV) del 17O en (a) y el '3 Be en
(b), para las distintas difusividades, parametrizados en la intensidad del Woos-Saxon Viys

En la figuras 5.4 (a) y (b), se muestran las ubicaciones de los polos de S correspon-
diente al estado fundamental en MeV para el 170 y el *Be, parametrizada en Vyy,

para tres valores de difusividad.

Cada trayectoria corresponde a un dado valor de a5, a partir de ahora simplemente
a y cada punto corresponde a un valor distinto de V{y,s. El rango de variacion de
esta intensidad es en general distinto para cada a. Las ramas roja, azul y negra
corresponden a difusividades de 0,7fm, 0,45fm y 0,2fm para el 17O y 0,5fm, 0,7fm

v 0,9fm para el ®Be, respectivamente.

Por la forma de estas trayectorias, puede decirse que |Im(F)| aumenta con Re(FE),
con lo cual hablar de una energia con parte real grande ya implica que la resonancia

sea ancha y lo propio para un parte real pequena.

Las energias con partes imaginarias més grandes corresponden a los valores més bajos
de Vows, es decir, los que hacen al potencial menos atractivos. Contrariamente, las
energias negativas (ligadas) resultan de los valores méas altos de ese parametro.

En las figuras , se muestra la razon ‘%‘ en funcion de Vp,s. Puede verse que

ese ratio disminuye linealmente con el potencial hasta anularse. Que se anule implica
que el estado pase de resonante a ligado a un dado valor V(. de la intensidad de

Woods-Saxon. Asi ‘ grelgg

‘ — 0 cuando Vs — V.-



68 Valores medios en estados resonantes

e a=05fm
= a=0.7fm
s a=09fm

g 014 s a=0.2fm
(7] = a=0.45fm
x . a=0.7 fm
= 0124 ", —
=)
E

lim(E)/Re(E)|
o o e
o o o
w o ~

o
o
@
e
o
&

. - -
0.06 | — - 0.03 4
0.04 =t = 0.02 o - ~
0.02 4

0.00 4

39 40 41 42 43 44 45 46 48 50 52 54
Vows [MeV] Vows [MeV]

(a) (b)

Figura 5.5: Ratio entre las partes de la energia en funcion de la intensidad de Woods-Sazon,
en (a) para el 17O y en (b) para el '3 Be

Para el 170, esto ocurre para Vows = 42,5 MeV para a = 0,2fm y 0,7fm y
Vows = 43,5 MeV para a = 0,45fm. En el caso del 13Be, la situacién es méas di-
ferenciada segin la difusividad. Las energias resonantes se vuelven ligadas cuando
Vows =~ 49,5 MeV, 51,8 MeV y 54,4 MeV para a = 0,9fm, 0,7fm y 0,5fm, res-
pectivamente. Para el 13Be, difusividades mas grandes hacen que la intensidad del
Woods-Saxon sea menor para que el estado resonante se haga ligado y esta transicion

no se da suavemente, como si ocurre para el 170.

En la figura se muestra la dispersién de la parte real del valor medio de r? (valor
medio fisico) en cada uno de los estados en funcion del valor real de la energia para
estos dos niicleos. Ambos presentan un comportamiento muy similar. Los puntos con
abscisa negativa corresponden a estados ligados (para estos (r2) es real) y los demés

a las resonancias.

En ambos nticleos se observan picos en el umbral (energia cero). Esto es distinto de
lo que se obtiene en |42, donde la transicién de los valores resonantes a los ligados

se da suavemente.

En un entorno del umbral ( [~1;2] MeV para el 170 y [-0,3;0,4] MeV para el '3Be)
los valores para Re((r?)) son muy semejantes para las tres difusividades calculadas y
comienzan a diferenciarse a medida que Re(E) aumenta. Para el 170, el radio tiene
un valor bastante estable para un rango amplio de resonancias y aumenta rapida-
mente cuando se acerca al umbral. El comportamiento cualitativo es el mismo para
potenciales agudos o difusos, en un amplio rango de energias. A diferencia del oxi-

geno, para el 13Be, los valores del radio estan un poco mas diferenciados segin la

difusividad.
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Figura 5.6

También puede verse que surgen valores negativos de Re({r?)) para resonancias an-
chas [47], por ejemplo, a partir de Re(E) = 2MeV para el 170, esto se debe a que
la parte imaginaria de la funcién de onda toma valores del mismo orden que la parte
real, como se observo para el estado f7/5 en la figura Estos no pueden interpre-
tarse como el valor medio fisico de 2, segtin las definiciones de la seccion [5.1] ya que

fisicamente es una magnitud definida positiva.

En la figura [5.7, se muestra la parte real del radio cuadratico medio en funciéon de
Re(E) para los dos niticleos completos. Dado que el 17O es el tinico de los niicleos ana-

lizados cuyo estado fundamental empirico es ligado, en (a), la linea verde horizontal
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marca el valor experimental de su radio cuadratico medio, que es de 2,59 fm.

Dado que R;ns se calcula usando (5.19)), los resultados son similares a los que se
obtuvieron para (r?) y las interpretaciones de los mismos son analogas. Para Re(Ryms)
también hay un pico en la transiciéon entre energias resonantes a ligadas y los valores

se van diferenciando segun la difusividad a medida que la parte real de la energia

aumenta.

Lo diferente respecto a lo anterior es que, en este caso, no ocurre que Re(Ryp,s) tome

valores negativos. Por lo cual, en principio, podria mantenerse la interpretacion de

Re(Ryms) como valor medio fisico para el rango de energias calculado.
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En la figura , se presenta la incerteza relativa de r

2 Im
> Re

((r?)), como funcién de la

incerteza relativa en la energia (I'/2E), en valores absolutos. Se ve que tiende a cero

cuando |I'/2E| — 0.
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Figura 5.8

Ademas, para ciertas energias, existen picos en la misma debido al caracter resonante
del estado. Para el 17O, se ve ((a) de la figura [5.8) que estos picos aumentan su

frecuencia de aparicion a medida que se reduce la difusividad. En el caso del ?Be,

se encontr6 un soélo pico para dos de las tres difusividades estudiadas. Este se da en
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una incerteza relativa en la energia cada vez mayor a medida que crece la difusividad

y su magnitud aumenta cuando a decrece.

Otro factor a tener en cuenta es la magnitud de estos valores para la interpretacion
fisica de las cantidades complejas. Tanto en el 7O como en el Be hay incertezas
relativas muy grandes, llegando al orden de la decena en los picos, que harfan inviable
una eventual medicién experimental. Notar, también, que esto puede ocurrir incluso

para resonancias angostas.

5.3.2 Ncleos halo

Ahora, se presentaran los resultados para los nicleos de °He y ' Be, que entran dentro

de las categoria de halos definida en el capitulo [T}
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Figura 5.9: Ubicacion de los autovalores de energia (MeV) del ®He en (a) y el ' Be en (b),
para las distintas difusividades.

Para el nticleo de *He, el neutrén de valencia ocupa el estado 1pg /2. Se fijaron Vpso =
14 MeV, aso = 0,7 fm y el radio del carozo R,n,s(°He) = 2,3 fm [43].

En el caso del "' Be, se usaron, como en el Be, los parametros Vps, = 14 MeV y
aso = 0,7fm fijos. El estado a ocupar por el neutron sera el 1p; /o y se uso el radio
del carozo Ryms(1°Be) = 2,3 fm [43].

En la figura se muestran los autovalores de energia obtenidos para estos nicleos.
Como en la subseccién anterior, cada trayectoria corresponde a una dada a,,s mientras
que Vows varia. Se observa que las trayectorias estan invertidas una respecto a la otra,
es decir, el "He da un ancho mas grande cuando la difusividad es mayor mientras que

para el "' Be, el ancho es mayor cuando la difusividad del potencial es menor.

En las figuras[5.10, también se muestra la incerteza relativa en la energia como funcion
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Figura 5.10: Ratio entre las partes de la energia en funcion de la intensidad de Woods-Saxon,
en (a) para el "He y en (b) para el ' Be

de Vows. Este ratio también disminuye hasta anularse a medida que el potencial se
hace mas atractivo pero esta disminucién es mucho menos lineal que las dos anteriores,

sobre todo en el caso del 11 Be.

Para el °He, Viws = 50,8 MeV, 585 MeV y 62,4 MeV para a = 0,75fm, 0,5fm
v 0,25fm, respectivamente. En el caso del 1Be, Vows =~ 36,3 MeV, 38,1 MeV' y
38,3 MeV para a = 0,75fm, 0,25fm y 0,5 fm, respectivamente.

En la figura [5.11] se muestra la parte real del radio cuadrético del neutrén en funcion
de la parte real de la energia. El comportamiento de estos nticleos es muy similar

entre si pero diferente de los de la subseccion [5.3.1]

En ambos casos, se ve que el el radio cuadratico es creciente con la difusividad. En
[42], se calcula el valor (r?) pero para un potencial de pozo cuadrado con barrera.
En nuestro caso, el potencial utilizado tiende a pozo cuando a,s — 0 y para la
difusividad més pequefia (a = 0,25fm) la aparicién de un claro valor maximo en (r?)

a una dada energfa es compatible con los resultados de [42].

Para estos nucleos halo, los valores no se acercan a un pico en la energia cero como
antes; sin embargo, la transicion de valores resonantes a ligados tampoco es “conti-
nua”. Los radios tienden a valores diferentes a ambos lados del umbral, cosa que no
ocurre en |42|, donde la transicién es continua, probablemente debido a la eleccion
de parametros en dicha referencia. En nuestros célculos, el tnico caso que tiende a

mostrar una continuidad es el ''Be para a = 0,75 fm.
Todos los valores obtenidos son positivos, con lo cuél serian admisibles fisicamente.

En la figura [5.12] se muestra la parte real del radio cuadratico medio en funcién de

Re(E) para los nucleos halo completos. En este caso, las interpretaciones del mismo
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son totalmente analogas al (r?).
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Figura 5.11

En la figura [5.13] se muestra otra vez la incerteza relativa del radio en funcion de
['/2E. Para estos nicleos también hay picos donde la incerteza en el radio es maxima
aunque no son tan pronunciados como los correspondientes a los niicleos con carozos
de capas cerradas. Al mismo tiempo, luego del pico, esta crece al aumentar el ancho

de la resonancia y no tiende a cero como ocurre en los nicleos de la subseccion [5.3.1
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5.4 Discusion

Figura 5.13

Las diferencias encontradas entre los nicleos 17O y 13Be es debido solo al caracter

doblemente mégico del primero. O sea, la capa no cerrada de protones afecta de

forma diferente al neutrén de valencia en el mismo estado fundamental d5 /o de ambos

nucleos.
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Se obtuvo para todos los casos que el ratio |%}<7’2>| — 0 cuando ’%(E)‘ — 0. Estos
resultados estan en consonancia con los de [42|. Aunque en ese articulo, obtienen que
en los resultados de Re({r?)) en funcién de Re(E), el paso de valores resonantes a
ligados es suave, cosa que no ocurre en los resultados de , sino que hay una clara
discontinuidad para el "'Be y °He y un pico para el 13Be y el 17O. En principio, esto
seria atribuible al haber usado potenciales y momentos diferentes. Tanto los picos
como la discontinuidad cerca de la energia cero, pueden estar relacionados con los
Wigner cusps 22|, que son picos o discontinuidades en ciertas magnitudes que se dan

cerca del umbral del continuo de energia.

Para los ntcleos cuyos neutrones de valencia tienen el mismo momento angular orbital
se obtuvieron resultados similares. Para el *Be y el 170, segtin las interpretaciones de
la seccion 5.1} hay un valor maximo de incerteza relativa en el radio cuadratico, dado
por los picos que pueden verse en las figuras . Esto esté también en acuerdo con [42].
Estos picos no son tan pronunciados para el ''Be y el °He pero la incerteza relativa en
el (r?) crece a medida que las resonancias se vuelven mas anchas. Esta es una primera
dificultad en el uso de estas interpretaciones, muchas resonancias, especialmente las
anchas, resultan en incertezas desproporcionadas respecto de los valores medios de los
observables, lo que harfa inviable una eventual evaluacion experimental. Para estos

casos, dichas interpretaciones perderian validez.

Errores relativos grandes pueden verse

en [49, 48|, donde se usa este criterio
para otras magnitudes. =T

“‘H+H |
En [48], donde se estudia el estado reso-
nante 02+ del “He. Este esta 0,41 MeV

sobre el umbral de decaimiento con

emision de proton 3He + p, por lo que
siempre decae emitiendo un protén, y _ —
0,37 keV y 3,64 MeV debajo de los

umbrales de decaimiento 3He + n y

C

Im(a?)

2He +2 He, respectivamente. En el pa- HEH

per se usa el acople de estos tres ca- o) s . Hetn

nales de reaccion y se calcula el nu- 1001 02 03 04 05 06 07
AEg (MeV)

mero de ocupacién a? para cada uno.

En la figura[5.14] pueden verse las par- Figura 5.14: Numero de ocupacion Re(a?) arri-

tes real e imaginaria de a2 en funcion ba y su Zwerteza Im(a?) abajo en funcion de la
energia AFEy, para tres casos. Tomado de [48
de AEy, = E — Ey,., donde Ey, es J th P 1

la energia del umbral de decaimiento

3He 4+ p y E la parte real de la energia, usada como variable.
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Se ve que para la mayor parte del intervalo de energias considerado, la incerteza
(Im(a?)) es del mismo orden del valor medio Re(a?), excepto para ALy, pequefios,
o sea, energias cercanas al umbral de emisiéon de protéon. Al aumentar F, también
aumenta su respectiva parte imaginaria y puede verse que al aumentar el ancho, la

incerteza también se vuelve exageradamente grande.

Un segundo impedimento para usar los criterios de interpretacion es la aparicion de
valores medios negativos para observables, en principio, definidos positivos [47]. Esto
puede verse en las figuras [.6f También ocurre en [48], dado que el valor medio de
a2, Re(a?), toma valores negativos (ver figura a pesar de ser tradicionalmente

definido positivo.

El tema de la interpretacion de los observables complejos sigue siendo discutido y
estd lejos de ser saldado. Las propuesta de la secciéon (Berggren, Bohm y Michel)

no son definitivas y, por ahora, son solo teoricas.



Capitulo 6

Conclusiones

El presente trabajo tuvo como objetivo el estudio de la representacion espectral de
Berggren dedicada a describir sistemas cuénticos abiertos, especificamente nucleares
en estados resonantes. Se analizaron las consecuencias de su implementaciéon mediante
el calculo de valores medios de algunos observables en estos estados y se expusieron

sus fortalezas y limitaciones.

Primero, se desarroll6 el modelo de capas con campo medio para describir la estruc-

tura de los nucleos, utilizando la aproximaciéon de particula simple.

Luego, se estudié en profundidad la teoria cuantica de dispersion para poder arribar
al concepto de resonancia y su vinculo con los nucleos que decaen hasta alcanzar la
representacion de Berggren y otras representaciones adicionales. Todas con el mis-
mo espiritu; utilizar estados del continuo complejo y resonantes para expandir otros

estados.

En el proceso, se llego a los limites del formalismo de Dirac, siendo necesario extender
la matematica convencional de la mecanica cuantica para darle un marco correcto y
riguroso a los estados resonantes. Para esto, se incluyo la teoria de Espacios de Hilbert
Equipados (RHS).

Después, se utilizo el programa Gamow para calcular la energia, el valor medio del

2

“ms € los estados fundamenta-

operador r? y el radio cuadratico medio del niicleo R
les de los nacleos de 170, ¥Be, ''Be y °He, comparando con publicaciones anteriores.
Los pardmetros de los potenciales fueron variados de forma que estos estados funda-
mentales tomen valores tanto ligados como resonantes, especialmente resonantes. Y
alli se exploré el concepto de valores medios complejos, sus posibles interpretaciones

y los problemas surgidos de las mismas.

Todas las interpretaciones expuestas tienen la misma esencia; asociar la parte real

del valor medio con la “cantidad fisica” y relacionar la parte imaginaria con una
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incerteza adicional natural a las resonancias. A los problemas de praxis de estas
interpretaciones, referenciados en [5.4, se le suman algunos problemas de fondo, como
la dependencia de la matematica utilizada o la falta de un criterio unificado. Un avance
en este sentido podria ser encontrar una definicibn méas precisa, conceptualmente
clara, de estas magnitudes y el diseno de experimentos especificos que le den sustento
empirico. Un adicional interesante seria encontrar que conexién tendria esta incerteza

con la incerteza cuantica tradicional.
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A. Sobre la teoria de dispersion

A.1 Deduccioén de la ecuacién de Lippmann-Schwinger
Primeramente, un estado dado por iG1(t — t') [1(t')) siendo |1)(')) solucion de la

ecuacion de Scrodinger en ([2.4) por la ecuacion que define los operadores de Green
dependientes del tiempo en (2.17)), el primer estado cumple [8]:

9, o OGT(t =) , 0 ,
z@lcﬁ t) (' >] — i [ + G = ) [U(t) i |[0(t))

—0(t —t') [(t")) + GT(t =)WV |o(t))

Al integrar esta ecuacion entre —oco y oo en t' y usando (2.20)) se obtiene :

() = — [(0)) + / Gt — YW [o(t)) dr
—oc (A2)
() = [Yon(D)) + / GH(E— Y () e

Aplicando la transformada de Fourier a esta ecuaciéon. como en ([2.30)):

[V(E)) = [Yin(E / E“f/ GH(t =tV |p(t)) dt'dt (A.3)

Haciendo al sustitucion u =t —t' y du = dt, el término integral sera:

/ G (u)eP™du V / [w(t)) e dt’ = GT(B)V |[v(E))

oo —00

Usando esto en (A.3), se obtiene:

[W(E)) = [bin(E)) + GHE)V [(E)) (A.4)
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Este estado es el que en el cuerpo principal fue llamado |1p+(E)> La deducciéon para
W‘(E)> es anéaloga pero comenzando en la ecuacion 1} con G~ (t).

Estados de dispersion como autovectores del hamiltoniano

Dado que los estados (2.30) son independientes del tiempo, su derivada respecto del

mismo seri cero:

i () = / (e ey ar

(EE (6)) + it L ey ) di

Q.

dt
- & / e funar+i [ B oo ar

Bl [ o) i
— B Y(B) + HY(E)) =0

Entonces:

Hy(E)) = E[¢(E)) (A.5)

Estos estados, transformadas de Fourier de un estado solucién de la ecuacién de
Scrodinger dependiente del tiempo ([2.4)), por su propia definiciéon seran soluciéon de
la ecuacion de Scrodinger independiente del tiempo ((A.5)), o sea la ecuacion de auto-

valores. La deduccion para los estados libres in/out es analoga y se obtiene:

Hy W}(E» =F |1/)in/out(E)> (A6)

Estos estados no cumplen la condicion (2.6]) 7], ya que:

i (U [6(E)) - V() [din(E)) || =

i [l () — 0 gy (B)) || =

i {e= 5 (E)) — e B i (E)) || = (A
i (]| || [9(E)) — lin(E)} || =

(B — in(E)) || # 0



86 A. Sobre la teoria de dispersion

Es decir que no la cumplen por ser estacionarios (autovectores de H y Hy) por lo que

Eit v con mismo autovalor, por lo cual ese factor se convierte en

evolucionan segtn e~
una fase global dentro del calculo de la norma y resulta en la norma de una diferencia

de estados que no depende del tiempo.

A.2 Sobre las funciones radiales

Estas expresiones para las distintas funciones radiales no seran deducidas ni demos-
tradas pero son ilustrativas para ver ciertos comportamientos de las mismas, que

fueron afirmados en el capitulo 2 sin mayores explicaciones.

Las funciones radiales regulares e irregulares pueden escribirse como [11] :

o1k, ) = k=51 (k) + 2m/ gk, r, YV (" ey (b, r")dr! (A.8)
0

fia(k,r) = b (kr) + Qm/ g/ (k,r, v YV (") fre (K, r")dr! (A.9)

Donde g; y g/ son las funciones de Green, como lo eran las de (3.2.1)) para la funcion
de onda fisica, pero con otras condiciones de contorno, a los fines de la interpretacion
) )

de esas férmulas no necesitamos mas datos sobre ellas.

De puede verse que si r — 0, la integral tiende a 0, dado que su extremo
superior tiende al inferior. Asi, cerca del origen, la solucién regular es proporcional a
la funcién de Riccati-Bessel. En la literatura sobre teoria de dispersion, esta es una
de las formas usadas para definir la solucién regular, distintas de la dada por Newton

en [11], como la solucién que cerca del origen cumple esa proporcionalidad.

Y de (A.9)), se ve que si el potencial se anula idénticamente a partir de un cierto valor
r = R, la integral en esa ecuacion queda froi R 0dr’ y las f;4+ seran las de Riccati-

Hankel para cualquier » > R.
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B.1 Espacio de Hilbert HH

Para una dada funciéon de onda de una particula sin spin, considerar aquellas que

satisfacen |7]:

/RS 0 (r) 2dr3 < oo (B.1)

El conjunto de funciones que cumplen (B.1) es el conocido Espacio de funciones
cuadrado integrables L?(R3). Es un espacio vectorial lineal y, en particular, un espacio
de Hilbert. El espacio abstracto H de vectores de estado o kets, del formalismo de
Dirac, es definido en correspondencia con el anterior. A cada funcién de onda cuadrado
integrable le corresponde un vector de estado en H y viceversa. El producto interno

entre kets también es definido en correspondencia con L? tal que:

(W]¢) = N V¥ (r)¢(r)dr? (B.2)

La norma de un elemento se deriva de este producto interno, resultando en || |¢) ||z =

VA

Vectores propios e impropios

El espacio H puede tener bases discretas compuestas por vectores propios que
son aquellos normalizables, es decir, de norma finita o puede tener bases continuas
compuestas por vectores impropios, o generalizados, que son los que no pueden

normalizarse pero los elementos de JH pueden expandirse en ellos.

Para una base ortonormal de vectores propios discretos {|n)}, se cumple la condicion

de normalizaciéon (u ortonormalizacion):

<n/|n> = 0n'n (B.3)
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[0y =) (nle) In) (B.4)

n

Pero para una base continua {|n)} su condicién de “normalizacion” es:

(n'|n) = 6(n’ —n) (B.5)

Tal que:

) = / (l4) |n) dn (B.6)

Estos vectores impropios, a veces llamados kets generalizados, pueden ser autovectores
de un operador y que, por teorema de descomposiciéon espectral, compongan una base.
Por ejemplo, una base de interés son las ondas planas |k), autovectores impropios del
operador nimero de onda cumplen y, en consecuencia, los estados de dispersion

estacionarios cumplen:

(K +k+) = (K]QLQ4 k) = (K|1]k) = (K|k) = 6(k' — k) (B.7)

O sea, estos ultimos cumplen con la condicién de normalizacién para estados del

continuo y seran base para espacio R.

Otra base de interés es la base {|E,l,m)}, utilizada para el desarrollo en ondas
parciales de la seccién de autovectores comunes a Hy, L? y L,. En este caso es

una base hibrida, con una parte continua y una discreta, por lo la normalizacién es

una combinacion de (B.3) y (B.5)), de forma que [9]:

(E'I'm|E,l,m) = 6(E' — E)8y16mm (B.8)

Y sus proyecciones sobre los vectores |r) y k valen:

it mk 5, (kr
w1 m) = 2y (B.9)

2.2 X
(k|B,1,m) = \/%5(15 - Z—ni)nm(k) (B.10)

Estos coeficientes, usados en el desarrollo (2.51)) resulta en (2.52). Y:

it [2mk ;" (kr)
<F|E,l,m+>—;—i —

Y7 (8) (B.11)
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Usados en el desarrollo 1} permitiendo obtener 1} Por supuesto, w;“(kr) y
Ji(kr) son soluciones de la ecuacion radial 1) para energias positivas con y sin

potencial, respectivamente.

B.2 Definiciones adicionales

En seguida algunas definiciones sobre espacios, operadores y topologias usadas en el
capitulo 4] tomadas de [35]:

Operador 7g-continuo:
Un operador A con dominio ® es 7g-continuo si V{g,} sucesion en ¢/ ¢, -0 —
TP
Apy — 0.
T
Operador Hilbert-Schmidt:

Un operador acotado y autoadjunto B es Hilbert-Schmidt si B = >, APy con Py

proyecciones sobre los autoespacios finitodimensionales Hy, y >, (| Ag|dimH, )2 < oo.

Funcional antilineal:

Un funcional antilineal F': ® — C / es antilineal si F(ap+ fv) = o*F(¢) + B*F(v).

Funcional 7g-continuo:

Dado un funcional F en ® siV oy = ¢ = F(py) 2 F(y) se dice que F es 7o
To

continuo.

Convergencia débil en ®~:

Si {F,} es una sucesion de funcionales con F, € ®X, Vy € N /si F,(p) i F(y)

cuando v — 00 Vo € & = F, - F. O sea, la convergencia en la imagen es la
T

convergencia débil en ®¥ y le define la topologia 7.

También, ®X es completo con 7%. De forma que toda sucesion de Cauchy de opera-

dores antilineales continuos converge con ese criterio.
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Operador lineal continuo BX (operadores sobre funcionales):

BX : X — ®X ¢s lineal continuo si cumple:
a) BX(aFy + BFy) = aBX(Fy) 4+ BBX(I}) linealidad

| <902‘BXF> |+ ...+ <g0n‘BXF> |) continuidad

Algebra de operadores

Un espacio A es un algebra si y sélo si:
i) A es un espacio lineal con cuerpo C
i) VA B,CeA Na e C esta definido el producto AB entre operadores tal que:
» ABe A
» (AB)C = A(BC)
» A(B+C)=AB+ AC
» (0¢A)B = aAB

iii) El espacio tiene el elemento unidad, tal que 1A = A

Sistema de operadores que conmutan:

Sea {Ak}évzl una colecciéon de N operadores, esta es un sistema de operadores que

conmutan si y sélo si:
1. [Aj, A =0 Vi,j=1,..,N
2. 25:1 A% es esencialmente autoadjunto

Estos operadores generan un algebra A. El sistema se dice completo si Jp € @ tal
que el espacio {Ap/ A € A} genera JH.

Adjunto de un operador

Sea A : D(A) — I lineal con D(A) C H y denso, se define:
D(AT) = {f € H/3lge H: (f,Ah) = (g.h) = (ATf,h) Vh € D(A)}

AT es el adjunto de A.
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Operador cerrado y clausura

Sea A operador, este es cerrado si: lim f, = f A lim Af, = g con f, €
n—oo n—oo

D(A) Vn = f e D(A) y Af = ¢. Es una condicién mas débil que la continuidad.
Si también lim h, = fy lim Ah, =¢ = ¢g=¢ = I [A] clausura de A, que
n—oo n—oo

es la extension a H de A y es un operador cerrado con dominio D([A]) = { fedH:
lim, fr, = f AN{Af0} converge}

Operador esencialmente autoadjunto

Un operador A es esencialmente autoadjunto si su clausura [A] es autoadjunto.

Espacio nuclear

® es un espacio nuclear si JA esencialmente autoadjunto, g continuo/A~1 es Hilbert-
Schmidt.

Transformada de Mellin

Sea una funcion h(z) definida para R, se define su transformada de Mellin como la

integral:

E(s) = \/LQ_W/O h(z)z™ 2 de (B.12)

La transformada E/(s) es una funcién extendida a toda la recta real, no solo a positivos

como la funcién h, siempre que la integral exista, por supuesto.

B.3 Teoremas adicionales
A continuacién algunos teoremas usados implicitamente también en el capitulo [}

Teorema de Van Winter

Una funcién h(z) definida en R, puede ser extendida a R~ siendo esta extension
una funciéon de Hardy en Hy tnica, si y s6lo si su transformada de Mellin ([B.12)

satisface:
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/_00 (1 + e*™)|E(s)]*ds < oo (B.13)

o0

Si h € D, entonces siempre cumple (B.13)), con lo cual a cada h le corresponde una

tnica funcion de Hardy en H. . Este resultado es igualmente aplicable a D_ y H_.

Teorema de Titchmarsh

Sea f(z) € Hx entonces f(z) Vz € C* viene dado por:

f(z) = /OO =1 /@) dx (B.14)

oo 2T — 2
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